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Aнотацiя

Станжицький А. О. Асимптотична поведiнка розв’язкiв стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь в гiльбертових просторах. — Квалi-
фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня докторафiлософiї за спецiальнiстю
«111 — математика» — Нацiональний технiчний унiверситет України "Київський
полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського"Мiнiстерства освiти i науки
України, Київ, 2023.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню нескiнченновимiрних стохастич-
них функцiонально-диференцiальних рiвнянь в гiльбертових просторах, що
є математичними моделями найрiзноманiтнiших об’єктiв складної природи,
еволюцiя яких вiдбувається в полi випадкових сил з урахуванням пiслядiї. Най-
поширенiшi серед таких моделей описуються стохастичними функцiонально-
диференцiальними еволюцiйними рiвнянннями з частинними похiдними. На
вiдмiну вiд класичних стохастичних диференцiальних рiвнянь, якi можна на-
звати «звичайними», цi рiвняння поєднують в собi риси функцiонально-
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними i стохастичних рiвнянь
Iто. Iнтерес до цих рiвнянь виник практично одночасно в теорiї рiвнянь з
частинними похiдними й у теорiї випадкових процесiв. Велика кiлькiсть праць
присвячена дослiдженню розв’язкiв таких рiвнянь рiзноманiтної стохастичної
природи у скiнченновимiрних i найрiзноманiтнiших нескiнченновимiрних
функцiональних просторах. Оскiльки бiльшiсть сучасних математичних моде-
лей описує процеси iз розподiленими параметрами, то особливого значення
набувають стохастичнi рiвняння iз частинними похiдними, або бiльш широко–
рiвняння iз необмеженими опраторами. Теорiя стохастичних диференцiальних
рiвнянь з необмеженими операторами є важливим напрямком розвитку су-
часної теорiї стохастичних рiвнянь. У дисертацiйнiй роботi дослiджуються
початковi задачi для стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь як
звичайного так i нейтрального типiв, тобто коли єфект запiзнення проявляється
не тiльки у коефiцiєнтах рiвняння, а i в "похiднiй". Для таких рiвнянь отриманi
умови iснування та єдиностi розв’зку, вивчена їх неперервна залежнiсть вiд
початкових даних, встановленi марковська та фелерiвська властивостi розв’язкiв
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у просторах зсувiв. При цьому розглянутi рiзнi пiдходи до означення розв’язку:
м’який, слабкий та сильний.

Придоведеннi iснуванням’якого розв’язку використовується апарат аналiтич-
ної теорiї напiвгруп обмежених операторiв, породжених необмеженим операто-
ром,що входить у праву частину рiвняння. При цьому суттєво використовуються
властивостi стохастичної конволюцiї, тобто стохастичної згортки вiдповiдної
напiвгрупи iз коефiцiєнтами правої частини рiвняння. Даний пiдхiд широко
використовувався при дослiдженнi нескiнченновимiрних стохастичних систем
без запiзненням в роботах G. Da Prato, J. Zabczyk, S. Cerrai, M. Hairer та iнших
авторiв. Для стохастичних функцiально-диференцiальних рiвнянь вiн також
широко використовувася в роботах T.Govindan, Q. Li, M. Wei та iнших авторiв.
Однак для рiвнянь нейтрального типiв подiбнi результати отриманi лише при
досить жорстких припущеннях. Останнє зумовлено присутнiстю у формулi
м’якого розв’язку необмеженого оператора. Ще одним важливим аспектом
є те, що реальнi математичнi моделi є рiвняннями у яких правi частини iн-
терпритуються як зовнiшнi впливи, що не зобов’язанi бути гладкими, навiть
лiпшицевими функцiями. Отже виникає питання встановлення умов iснування
та єдиностi розв’язкiв без умови Лiпшиця i лiнiйного росту.Саме такий випадок
i вивчається у роботi.

Встановлення умов iснування слабких розв’язкiв проводиться iз викори-
станням теорiї монотонних операторiв, а також iз використанням пiдходу
компактностi, розробленого у школi Лiонса. Адаптацiя даних пiдходiв до стоха-
стичних рiвнянь проведена в роботах Huang L, Mao X, Wei Liu, Michael Rockner
та iнших авторiв. Однак, для функцiонально-диференцiальних рiвнянь у цьому
напрямку результати отриманi лише у деяких частинних випадках. Важливо
зазначити, що на правi частини при цьому не накладається умови Лiпшиця,
яка замiнена певною умовою монотонностi i степеневого росту.

Iснування сильних розв’язкiв розглядалось ранiше лише для рiвнянь iз
фiксованим запiзненням.

Заповненню даних прогалин i присвячене дисертацiйне дослiдження. Зо-
крема отриманi теореми iснування м’яких розв’язкiв для рiвнянь нейтрального
типу при значно слабших умовах, нiж у вище вказаних авторiв, доведено iсну-
вання слабких розв’язкiв для спарених рiвнянь, одне з яких нескiнченновимiрне
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стохастичне функцiонально-диференцiальне, а iнше звичайне диференцiальне.
Такi рiвняння з’являються у рiзного роду застосуваннях: наприклад бiдоменне
рiвняння (модель дефибрилятора), рiвняння Ходкiна–Хакслi для аксона нер-
ва,рiвняння ядерної динамiки та iншi. При встановленнi умов iснування сильних
розв’язкiв використоно пiдхiд, що базується на отриманнi апрiорних оцiнок
математичного сподiвання рiзних норм соболiвського типу iз подальшим
застосуванням теорем типу Сiрiна.

Окреме коло питань дисертацiйного дослiдження стосується асимптотичної
поведiнки розв’язкiв на великих часових iнтервалах.Важливим з цього приводу
є питання iснування iнварiантних мiр у фазових просторах розв’язкiв вiдповiд-
них рiвнянь. Для стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь це
питання добре вивчене лише у скiнченномiрному випадку (див. наприклад S.
Meri, M. Scheutzow та iншi.) Основна iдея встановлення iснування iнварiантної
мiри базується на знаменитiй теоремi Крилова–Боголюбова про компактнiсть
сiм’ї мiр, породжених марковською динамiчною системою. Розвиваючи цю iдею
для нескiнченновимiрних стохастичних систем G. Da Prato, J. Zabczyk розробили
пiдхiд компактностi, що базується на наступних кроках: 1) встановлюється фе-
лерiвська властивiсть для розв’язкiв та їх стохастична неперервнiсть за часовою
змiнною; 2) доводиться компактнiсть вiдповiдної напiвгрупи опрераторiв у
спецiальних фазових просторах; 3) встановлюється iснування обмеженого за
ймовiрнiстю розв’язку.

Тодi з використанням теореми Крилова–Боголюбова доводиться iснування
iнварiантної мiри.

Складнiсть застосування даного пiдходу до нескiнченновимiрних стоха-
стичних функцiонально–диференцiальних рiвнянь полягає у виборi фазового
простору, у якому розв’язок має фелерiвську властивiсть.Таким простором ви-
ступає не вихiдний гiльбертiв простiр 𝐻 , де "сидить розв’язок 𝑢 = 𝑢 (𝑡) а простiр
зсувiв розв’язку 𝑢𝑡 = 𝑢 (𝑡 + 𝜃 ), тут 𝜃 ∈ [−ℎ, 0]–iнтервал запiзнення. При цьому
теореми iснування та єдиностi доводяться, як правило у просторi неперервних
функцiй 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), що не є гiльбертовим простором,а саме у гiльбертовому
просторi працює пiдхiд компактностi.

В дисертацiйнiй роботi розроблено два пiдходи до доведення iснування
iнварiантної мiри.
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Перший з них полягає в тому, що замiсть банахового простору початкових
даних 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ) розглянуто простiр 𝐿2( [−ℎ, 0];𝐻 ), що вже є гiльбертовим
простором, у якому добре працює пiдхiд компактностi. Для цього потрiбно було
встановити теореми iснування та єдиностi розв’язку iз початковими даними
з простору 𝐿2( [−ℎ, 0];𝐻 ), замiсть класичного простору 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), довести в
ньому марковську та фелерiвську властивостi.

Другийпiдхiд базується на використаннi класичногопросторупочаткових да-
них ( [−ℎ, 0];𝐻 ), iз використанням того факту, що теорема Крилова–Боголюбова
працює в банаховому просторi, а компактнiсть сiм’ї ймовiрнiсних мiр за тео-
ремою Прохорова рiвносильна її щiльностi. В роботi доведена щiльнiсть сiм’ї
мiр, за умови, що система має обмежений за ймовiрнiстю розв’язок у метрицi
простору ( [−ℎ, 0];𝐻 ).

Окреме колопитань роботиприсвячене застосуваннюотриманих результатiв.
У якостi реалiзацiї доведених абстрактних теорем розглянутi рiвняння типу
реакцiя–дифузiя, бiдоменне рiвняння та iнтегро–диференцiальнi рiвняння. Для
таких об’єктiв отриманi коефiцiєнтнi умови iснування iнварiантних мiр, що
зводяться до перевiрки певних умов для дiйсних скалярних функцiй.

Дисертацiйна робота має в основному,теоретичне значення. Її результати
дають можливiсть дослiджувати еволюцiю нескiнченновимiрних стохастичних
систем складної природи, що мають ефект пiслядiї. Однак, розробленi методи
доослiдження дозволяють застосувати їх до вивчення конкретних математичних
моделей iз розподiленими параметрами, еволюцiя яких вiдбувається в полi
випадкових сил i якi мають ефект пiслядiї, а саме бiомедицинi, фiнансовiй
математицi, телекомунiкацiйних мережах, гiдрологiї, турбулентностi та iнших.
Окрiм цього, результати можна використовувати для викладання профiльних
курсiв для спецiальностi математика.

Ключовi слова: Стохастичнi диференцiальнi рiвняння з запiзненням, стоха-
стичнi функцiонально-диференцiальнi рiвняння нейтрального типу, рiвняння
реакцiї-дифузiї, початкова задача, м’який розв’язок («mild solution»), 𝑄 - вi-
нерiвський процес, напiвгрупа операторiв, iнфiнiтезимальний генератор, гiль-
бертiв простiр, теорема iснування i єдиностi, теорема порiвняння, неперервна
залежнiсть вiд початкових даних, марковiсть, фелеровiсть, iнварiантна мiра.
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Summary

Stanzhytsky A. O. Asymptotic behavior of solutions of stochastic functional
differential equations in Hilbert spaces. —Manuscript.

Doctor’s of Philosophy, specialty "111 — Statistics” — National Technical University
of Ukraine “Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”of Kyiv, Ministry of Education
and Science of Ukraine, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the study of infinite-dimensional stochastic functional-
differential equations in Hilbert spaces, which are mathematical models. the most
diverse objects of a complex nature, the evolution of which takes place in the field of
random forces, taking into account the after effect. The most common among such
models are described by stochastic partial functional-differential equations.Unlike
classical stochastic differential equations, which can be called "ordinary these equations
combine the features of functional differential equations with partial derivatives and
stochastic Ito equations. Interest in these equations arose almost simultaneously in the
theory of equations with partial derivatives and in the theory of random processes.

A large number of works are devoted to the study of solutions of such equations
of various stochastic nature finite-dimensional and various infinite-dimensional
functional spaces. Since themajority ofmodernmathematicalmodels describe processes
with distributed parameters, stochastic equations with partial derivatives, or more
broadly, equations with unbounded operators, acquire special importance. The theory
of stochastic differential equations with unbounded operators is an important direction
in the development of the modern theory of stochastic equations.

We stude the initial value problems for stochastic functional-differential equations
of both ordinary and neutral types, that is, when the delay effect is manifested not
only in the coefficients of the equation, but also in the "derivative". For such equations,
the conditions for the existence and uniqueness of the solution were obtained, their
continuous dependence on the initial data was studied, and the Markov and Feller
properties of the solutions in displacement spaces were established. At the same time,
different approaches to defining the solution are considered: mild, weak and strong.

When proving the existence of a soft solution, the apparatus of the analytical theory
of semigroups of bounded operators generated by the unbounded operator included
in the right-hand side of the equation is used. At the same time, the properties of
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stochastic convolution, that is, stochastic convolution of the corresponding semigroup
with the coefficients of the right-hand side of the equation, are significantly used. This
approach was widely used in the study of infinite-dimensional stochastic systems
without delay in the works of G. Da Prato, J. Zabczyk, S. Cerrai, M. Hairer and other
authors. For stochastic functional differential equations, it is also widely used in the
works of T. Govindan, Q. Li, M. Wei and other authors. However, for equations of
neutral types, similar results are obtained only under fairly strict assumptions. The
latter is caused by the presence of an unbounded operator in the soft solution formula.
Another important aspect is that real mathematical models are equations in which
the right-hand sides are interpreted as external influences, which do not have to be
smooth, even Lipschitz functions. Therefore, the question arises of establishing the
conditions for the existence and unity of solutions without the Lipshitz condition and
linear growth. This is exactly the case that is studied in the work.

Establishing the conditions for the existence of weak solutions is carried out
using the theory of monotone operators, as well as using the compactness approach
developed at the Lyons school. The adaptation of these approaches to stochastic
equations is carried out in the works of Huang L, Mao X, Wei Liu, Michael Rockner
and other authors. However, for functional differential equations in this direction,
results are obtained only in some partial cases. It is important to note that the Lipshitz
condition is not imposed on the right-hand side, which is replaced by a certain
condition of monotonicity and exponential growth.

The existence of strong solutions was previously considered only for equations
with a fixed delay.

A dissertation study is devoted to filling these gaps. In particular, theorems for
the existence of soft solutions for equations of the neutral type were obtained under
much weaker conditions than those of the above-mentioned authors, and the existence
of weak solutions for coupled equations was proved, one of which is an infinite-
dimensional stochastic functional-differential, and the other is an ordinary differential.
Such equations appear in various applications: for example, two-domain equations
(defibrillator model), Hodgkin-Huxley equation for a nerve axon, nuclear dynamics
equation, and others. When establishing the conditions for the existence of strong
solutions, an approach based on obtaining a priori estimates of the mathematical
expectation of various Sobolev-type norms with subsequent application of Sirrin-type
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theorems was used.
A separate set of dissertation research questions concerns the asymptotic behavior

of solutions on large time intervals. Important in this regard is the question of the
existence of invariantmeasures in the phase spaces of the solutions of the corresponding
equations. For stochastic functional-differential equations, this issue is well studied
only in the finite-dimensional case (see, for example, S. Meri, M. Scheutzow, and
others.) The main idea of establishing the existence of an invariant measure is based on
the famous Krylov-Bogolyubov theorem on the compactness of a family of measures,
generated by a Markov dynamic system. Developing this idea for infinite-dimensional
stochastic systems, G. Da Prato and J. Zabczyk developed a compactness approach
based on the following steps:

1) the Feller property for solutions and their stochastic continuity with respect to
the time variable is established;

2) the compactness of the corresponding semigroup of operators in special phase
spaces is proved;

3) the existence of a solution limited by probability is established. Then, using the
Krylov-Bogolyubov theorem, the existence of an invariant measure is proved.

The difficulty of applying this approach to infinite-dimensional stochastic functional-
differential equations is to choose a phase space in which the solution has the Feller
property. Such a space is the non-original Hilbert space 𝐻 , where the solution 𝑢 = 𝑢𝑡)
and the solution displacement space𝑢𝑡 = 𝑢 (𝑡 +𝜃 ), here 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] is the delay interval.
At the same time, the theorems of existence and uniqueness are proved, as a rule, in
the space of continuous functions 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), which is not a Hilbert space, namely,
the compactness approach works in a Hilbert space.

Two approaches to proving the existence of an invariant measure were developed
in the dissertation.

The first of them consists in the fact that instead of the Banach space of the initial
data 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), the Hilbert space 𝐿2( [−ℎ, 0];𝐻 ) is considered, which is already a
Hilbert space in which the compactness approach works well. For this, it was necessary
to establish the existence and uniqueness theorems of the solution with initial data
from the space 𝐿2( [−ℎ, 0];𝐻 ), instead of the classical space 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), to prove
the Markov and Feller properties in it.

The second approach is based on the use of the classical space of initial data
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𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ), using the fact that the Krylov-Bogolyubov theorem works in the Banach
space, and the compactness of the family of probability measures by the theorem
Prokhorova is equal to its density. The paper proves the density of the family of
measures, provided that the system has a probability-bounded solution in the metric
space ( [−ℎ, 0];𝐻 ).

A separate set of work issues is devoted to the application of the obtained results.
Reaction-diffusion equations, two-domain equations, and integro-differential equations
are considered as realizations of proven abstract theorems. For such objects, coefficient
conditions for the existence of invariant measures are obtained, which boil down to
checking certain conditions for real scalar functions.

The dissertation has mainly of theoretical importance. Its results make it possible
to study the evolution of infinite-dimensional stochastic systems of a complex nature
that have an aftereffect. However, the developed research methods make it possible to
apply them to the study of specific mathematical models with distributed parameters,
the evolution of which takes place in the field of random forces and which have an
aftereffect, namely biomedicine, financial mathematics, telecommunication networks,
hydrology, turbulence, and others. In addition, the results can be used to teach
specialized courses for the mathematics major.

Keywords: stochastic differential equations with delay, stochastic functional
differential equations of neutral type, reaction-diffusion equations, initial-value
problem, mild solution,𝑄 -Wiener process, semigroup of operators, infinitesimal
generator, Hilbert space, existence and uniqueness theorem, comparison theorem,
continuous dependence on initial data, Markov property, Feller property, invariant
measure.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiя присвячена дослiдженню гiльбертовозна-
чних розв’язкiв початкових задач для стохастичних нескiнченновимiрних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь, як звичайного типiв так i нейтраль-
ного. Окрема увага придiлена їх частинним випадкам, а саме стохастичним рiв-
нянням з частинними похiдними. На вiдмiну вiд класичних стохастичних дифе-
ренцiальних рiвнянь, якi можна назвати «звичайними», цi рiвняння поєднують
в собi риси функцiонально-диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
i стохастичних рiвнянь Iто. Iнтерес до цих рiвнянь виник практично одночасно
в теорiї рiвнянь з частинними похiдними й у теорiї випадкових процесiв. Це
зумовлено тим, що дослiдження багатьох явищ природи й об’єктiв людського
життя потребує побудови та вивчення вiдповiдних математичних моделей.
Протягом багатьох рокiв увагу дослiдникiв привертають математичнi моделi
найрiзноманiтнiших об’єктiв досить складної структури, еволюцiя яких вiдбува-
ється пiд дiєю випадкових сил i з урахуванням пiслядiї. Найпоширенiшi серед
таких моделей описуються стохастичними функцiонально-диференцiальними
еволюцiйними рiвняннями. Iнтерес до цих рiвнянь зумовлений, перш за все,
важливiстю їх практичного застосування в рiзних областях: цi рiвняння широко
використовуються при дослiдженнi об’єктiв бiомедицини (бiдоменне рiвняння)
Keener i Sneyd [27, 56], динамiчних моделей фiзики [46], популяцiйних моделей
генетики [32],хiмiчних процесiв, наприклад модель хемотаксису E. Keller and
L. Segel [57], фiнансових i економiчних процесiв тощо. За останнi десятирiччя
математична теорiя таких рiвнянь, активно розвиваючись, знайшла своє засто-
сування в медицинi, електронiцi, механiцi, на ринку фiнансiв i цiнних паперiв.
Цi фактори значно пiдвищили iнтерес спецiалiстiв-практикiв до даної галузi
математики. Тому актуальнiсть цiєї тематики не викликає сумнiву.

Отже, математичнi моделi з урахуванням випадкових факторiв i пiслядiї
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приводять до стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Рiзнi
аспекти теорiї таких рiвнянь дослiджували Є. Ф. Царьков, H. Bao, L. Bin, B.
Boufoussi, Y. Cai, Z. G. Cao,H. Chen, S. Hajji, S. Hu, S. Jankovic, M. Jovanovic, V.
Kolmanovskii, N. Koroleva, E.-H. Lakhel, X. X. Liao, K. Liu, T. Maizenberg, X. Mao, A.
Myshkis, J. Randjelovic, A. Rodkina, M. Scheutzow, F. Wei, X. Xia, Y. Xu, M. Xue, X.
Yang, L. Yong, S. Zhou, Q. Zhu та iншi.

Серед стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь видiляють
клас стохастичних диференцiальних рiвнянь нейтрального типу. Особливi-
стю цих рiвнянь є наявнiсть всерединi їх «похiдної» запiзнення. Стохастичнi
функцiонально-диференцiальнi рiвняння нейтрального типу у скiнченновимiр-
ному випадку вперше описанi в монографiї 1981 р. B. B. Колмановського й B. P.
Носова [61]. Пiсля вказаної роботи почалося iнтенсивне вивчення рiвнянь такого
типу у скiнченновимiрних просторах. Вивчались питання iснування, єдиностi
розв’язкiв, їх асимптотична поведiнка, стiйкiсть, оптимальне керування (див.,
наприклад [108]та зазначену у нiй бiблiографiю).

Запити практики привели до iнтенсивного розвитку теорiї функцiонально-
диференцiальних рiвнянь у нескiнченновимiрних просторах. Певнимпiдсумком
таких дослiджень є монографiя [53].

Теорiя стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь у нескiнчен-
новимiрних просторах також зазнанає iнтенсивного розвитку. З цiєї тематики
вiдзначимо роботи A. Anguraj, P. Balasubramaniam, B. Boufoussi, T. Caraballo,
H. Chen, S. Hajji, Z. Li, K. Liu, J. Luo, N. I. Mahmudov, M. McKibben, J. Real, A.
M. Samoilenko, A. N. Stanzhytskyi, T. Taniguchi, D. Vinayagam, A. Vinodkumar, L.
Yan.Спiльною рисою робiт щодо стохастичних еволюцiйних рiвнянь нейтраль-
ного типу зазначених авторiв є те, що коефiцiєнти рiвняння задовольняють
глобальну умову Лiпшиця, яка у застосуваннях далеко не завжди виконана.
Тому вивчення таких рiвнянь без умови Лiпшиця на коефiцiєнти є надзвичайно
актуальним з точки зору застосувань. Ще однiєю рисою вказаних робiт є те, що
результати там отриманi носять досить абстрактний характер i перевiрка умов
теорем у конкретних ситуацiях є досить складною задачею. Особливо це стосує-
ться рiвнянь iз головним оператором диференцiального типу i нелiнiйностями,
що породжуються дiйснозначними вiдображеннями (вiдображення Немицько-
го). Тобто це певнi рiзновиди рiвнянь типу "реакцiя–дифузiя". I оскiльки вони
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є математичними моделями реальних процесiв та потрiбнi прикладникам, то
i умови там повиннi бути таким, що зрозумiлi i легко перевiряється. Саме
отриманню таких умов i присвячено дане дисертацiйне дослiдження.

Актуальним для застосувань є не тiльки встановлення умов iснування та
єдиностi розв’язкiв, а й вивчення їх асимптотичної поведiнки на нескiнчен-
ностi.Одним iз основних завдань даної роботи є встановлення достатнiх умов
iснування iнварiантних мiр для таких рiвнянь (як звичайного так i нейтрально-
го типiв) у спецiальних функцiональних просторах зсувiв. Для стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу, як нам вiдомо,
у цьому напрямку зовсiм немає результатiв. Одним виключенням є робо-
та [11] де вивчено питання iснування стацiонарних розв’язкiв стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу у лiнiйному ви-
падку.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослiдже-
ння проводилися на кафедрi диференцiальних рiвнянь i кафедрi математичної
фiзики та диференцiальних рiвнянь фiзико-математичного факультету Нацiо-
нального технiчного унiверситету України «Київський полiтехнiчний iнститут
iменi Iгоря Сiкорського» вiдповiдно до планiв, передбачених у Нацiональному
технiчному унiверситетi України «Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря
Сiкорського», й у рамках держбюджетного науково-дослiдного проекту «До-
слiдження якiсних i спектральних характеристик динамiчних систем» (номер
державної реєстрацiї 0113U004540)

Мета та завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є подаль-
ший розвиток теорiї стохастичних функцiонально-диференцiальних еволюцiй-
них рiвнянь та її застосування до математичних моделей процесiв природо-
знавства. Основними завданнями даної роботи є:

• доведення теореми iснування та єдиностi мякого розв’язку стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу без умови
Лiпшиця на правi частини рiвняння;

• встановлення властивостей марковостi й фелеровостi м’якого розв’язку у
просторах зсувiв;
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• отримання умов iснування iнварiантних мiр для м’якого розв’язку стоха-
стичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу;

• для системи спарених стохастичних функцiонально-диференцiальних
рiвнянь отримання умов iснування глобального слабкого розв’язку;

• застосування отриманих результатiв до стохастичної моделi серцевого
дефiбрилятора.

Об’єктом дослiдження є стохастичнi функцiонально-диференцiальнi рiв-
няння як звичайного так i нейтрального типiв.

Предметом дослiдження є достатнi умови iснування, єдиностi i непе-
рервної залежностi м’яких, слабких та сильних розв’язкiв початкових задач
для стохастичних функцiонально-диференцiальних еволюцiйних рiвнянь та
достатнi умови iснування iнварiантних мiр.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються методи теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, функцiонально-диференцiальних рiвнянь, теорiї напiвгруп
та дробових степенiв необмежених операторiв, теорiї стохастичного аналiзу
та теорiї просторiв Соболева узагальнених функцiй, методи компактностi та
монотонностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi результати, отри-
манi в дисертацiйнiй роботi, є новими. Вони стосуються дослiдження пове-
дiнки м’яких, слабких та сильних розв’язкiв стохастичних функцiонально-
диференцiальних еволюцiйних рiвнянь. Основнi результати такi:

1. для стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального
типу без умови Лiпшиця встановлено умови iснування та єдиностi м’якого
розв’язку початкової задачi;

2. для таких рiвнянь встановлено марковську та фелерiвську властивостi у
просторах зсувiв;

3. для для стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтраль-
ного типу отримано умови iснування iнварiантних мiр у просторах зсувiв;

4. отриманi абстрактнi результати застосованодо стохастичногофункцiонально-
диференцiального рiвняння у частинних похiдних типу "реакцiя-дифузiя";
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5. для системи спарених стохастичних функцiонально-диференцiальних
рiвнянь отриманi умови iснування глобального слабкого розв’язку та
локального сильного;

6. вивчена стохастична математична модель серцевого дефiбрилятора.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота має
як теоретичне, так i практичне значення. Отриманi в нiй теоретичнi резуль-
тати, а також розроблена методика дослiджень сприяютимуть подальшому
розвитку теорiї стохастичних функцiонально-диференцiальних еволюцiйних
рiвнянь.Вони також можуть бути використанi при дослiдженнi математичних
моделей реальних процесiв iз розподiленими параметрами, що знаходяться
пiд впливом випадкових факторiв, та мають пам’ять, зокрема моделей бiоме-
дицини (серцевий дефiбрилятор), модель хемотаксису (стохастичне рiвняння
Келлера-Сiгала), рiвняння реакцiя-дифузiя, модель Бюргерса (рiвняння дренажу)
та iншi.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи одер-
жанi здобувачем самостiйно. За результатами дисертацiї здобувач опублiкував
три роботи уфахових виданнях [74,88,90]. У роботах [74,90] спiвавторамналежить
обговорення постановки задач та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися
та обговорювалися на таких всеукраїнських та мiжнародних конференцiях:

1. Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-
стей та математичного аналiзу– 2019», 25 лютого–1 березня 2019, Ворохта,
Україна.

2. XVI Мiжнародна наукова конференцiя « Присвячена 75–рiччю кафедри
диференцiальних рiвнянь та 85–рiччю вiд дня народження Михайла
Павловича Ленюка»,

28-30 жовтня 2021, Чернiвцi, Україна.
3. International Workshop QUALITDE – 2020, December 19-21, 2020. Tbilisi,

Georgia.
4. International Conference “Differential Equations and Applications (MADEA-9)

”. June 21-25, 2021, Bishkek, Kyrgyzstan.
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5. The 29th Conference on applied and industrial mathematics, CAIM 2022, August
25–27, 2022. Chisinau, Republic of Moldova.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано

• 3 статтi у виданннях, якi iндексуються в наукометричних базах Scopus
[74,88,90]; одна з них [90] — у виданнi, що входить до квартиля Q2; одна [74]
— у виданнi, що входить до квартиля Q3.

• 5 тез доповiдей на конференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чоти-
рьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел (
найменувань), та додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача за темою
дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї
становить 141 сторiнок, основний текст займає 117 сторiнок.

Змiст роботи. Перший роздiл мiстить короткий iсторичний огляд лiтера-
тури за тематикою дисертацiї та висвiтлює сучасний стан вивчення проблем,
схожих до тих, що розглядаються в дисертацiйнiй роботi.

У другому роздiлi наведено основнi загальнi означення та деякi додатковi
твердження, якi використано в дисертацiйнiй роботi.

Пiдроздiл 2.1 присвячено огляду теорiї марковських напiвгруп та пов’язаних
з ними iнварiантних мiр. Тут приведено означення марковської перехiдної
функцiї P𝑡 (𝑥, Γ), марковської перехiдної напiвгрупи P𝑡𝜑 (𝑥) та спряженої до
неї, описано їх властивостi. Далi наведено означення iнварiантної мiри для
перехiдної напiвгрупи P𝑡𝜑 (𝑥), а також приведено основну теорему iснування
такої мiри, а саме теорему Крилова-Боголюбова. Введено поняття компактностi
сiм’ї ймовiрнiсних мiт та приведено критерiй компактностi Прохорова.

У пiдроздiлi 2.2 сформульовано означення та приведено деякi властивостi
ядерних операторiв i операторiв Гiльберта-Шмiдта.Цi простори операторiв є
основними у всiх подальших дослiдженнях.

Пiдроздiл 2.3 присвячено означенням та властивостямнескiнченновимiрного
процесу Вiнера𝑊 (𝑠) та стохастичним iнтегралам

∫ 𝑡
0 Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) по ньому.

У пiдроздiлi 2.4 описанi властивостi 𝐶0− напiвгруп обмежених операторiв, їх
генераторiв та введено поняття дробових степенiв операторiв.
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УтретьомуроздiлiРозглядаються стохастичнiфункцiонально-диференцiальнi
рiвняння нейтрального типу в гiльбертових просторах.

У пiдроздiлi 3.1 наведена постановка задачi, приведено допомiжнi твердже-
ння та сформульовано основнi результати роздiлу. Основним об’єктом дослi-
дження даного роздiлу є наступне стохастичне функцiонально-диференцiальне
рiвняння нейтрального типу у формi

𝑑 [𝑢 (𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡 )] = [𝐴𝑢 + 𝑓 (𝑢𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑢𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡) for 𝑡 > 0; (1)
𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0), ℎ > 0.

Тут 𝐴 iнфiнiтезимальний генератор 𝐶0 напiвгрупи {𝑆 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} обмежених
лiнiйних операторiв у дiйсному сепарабельному просторi Гiльберта 𝐻 . Випад-
ковий шум𝑊 (𝑡) є 𝑄-вiнеровським випадковим процесом у сепарабельному
гiльбертовому просторi 𝐾 . Для ℎ > 0 позначимо через𝐶ℎ := 𝐶 ( [−ℎ, 0], 𝐻 ) простiр
неперервних 𝐻 -значних функцiй 𝜑 : [−ℎ, 0] → 𝐻 , з нормою

∥𝜑 ∥𝐶ℎ := sup
𝑡∈[−ℎ,0]

∥𝜑 (𝑡)∥𝐻 ,

де ∥ · ∥𝐻 означає норму в 𝐻 . У цьому роздiлi, ∥ · ∥𝐻 буде позначатися ∥ · ∥ для
зручностi. Розв’язок 𝑢 (𝑡) of (3.1) iнколи називають процесом станiв. Ми також
позначимо𝑢𝑡 := 𝑢 (𝑡 +𝜃 ), де 𝜃 ∈ [−ℎ, 0). Функцiонали 𝑓 i𝑔 є вiдображеннями з𝐶ℎ в
𝐻 , i 𝜎 : 𝐶ℎ → L0

2 , де L0
2 = L(𝑄1/2𝐾,𝐻 ) є простором операторiв Гiльберта-Шмiдта

з 𝑄1/2𝐾 в 𝐻 . Наостанок, 𝜑 : [−ℎ, 0] × Ω → 𝐻 є початковими даними (початко-
вою функцiєю), де (Ω, F , 𝑃) повний ймовiрнiсний простiр. Нехай також 𝐴 є
iнфiнiтезимальним генератором аналiтичної напiвгрупи обмежених операторiв
{𝑆 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} в 𝐻 . Вiдносно нього будемо вважати виконаною наступну умову
Умова (H1). Якщо 𝜎 (−𝐴) є спектром (−𝐴), то вимагатимемо, щоб

𝑅𝑒 (𝜎 (−𝐴)) > 𝛿 > 0, i 𝐴−1 є компактним оператором в 𝐻.

Основними умовами на коефiцiєнти рiвняння (3.1) є наступнi:
Умова (H2). Вiдображення 𝑓 : 𝐶ℎ → 𝐻 i 𝜎 : 𝐶ℎ → L0

2 є неперервними i задоволь-
няють умови
[i] Iснує додатна стала 𝐾 > 0 так, що

∥ 𝑓 (𝜑)∥ + ∥𝜎 (𝜑)∥L0
2
≤ 𝐾 (1 + ∥𝜑 ∥𝐶) for all 𝜑 ∈ 𝐶ℎ .
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[ii] Iснує функцiя 𝑁 : [0, +∞) → [0, +∞) така, що
(a) функцiя 𝑁 неперервною, неспадною, опуклою вгору i 𝑁 (0) = 0;
(b) Для 𝑝 > 2 i для всiх 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶ℎ маємо

∥ 𝑓 (𝜑1) − 𝑓 (𝜑2)∥𝑝 + ∥𝜎 (𝜑1) − 𝜎 (𝜑2)∥𝑝L0
2
≤ 𝑁

(
∥𝜑1 − 𝜑2∥𝑝𝐶ℎ

)
.

(c) Якщо невiд’ємна функцiя 𝑧 (𝑡) задовольняє нерiвнiсть

𝑧 (𝑡) ≤
𝑡∫

0

𝑁 (𝑧 (𝑠))𝑑𝑠 for all 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

то 𝑧 ≡ 0.
Умова(H3). Iснують додатнi сталi 0 < 𝛼 ≤ 1 i 0 < 𝑀𝑔 < 1 такi, що для𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶ℎ

функцiя 𝑔 : 𝐶ℎ → 𝐻𝛼 задовольняє умову

∥𝑔(𝜑1) − 𝑔(𝜑2)∥𝐻𝛼
≤ 𝑀𝑔∥𝜑1 − 𝜑2∥𝐶ℎ .

Умова (H4). Початкова функцiя 𝜑 : [−ℎ, 0] × Ω → 𝐻 є F0 - вимiрною випадко-
вою величиною, що незалежить вiд of𝑊 i має неперервнi траєкторiї.

Наразi приведемо означення, у сенсi якого ми будемо розумiти розв’язок
задачi (3.1.

Означення 0.1. [61, 82, 108] Неперервний F𝑡 -aдаптований процес 𝑢 : [−ℎ,𝑇 ] ×
Ω → 𝐻 називаєтьсям’якимрозв’язкомдля (3.1) на 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] якщовiн задовольняє
iнтегральне рiвняння

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), (2)

та 𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) майже всюди для 𝑡 ∈ [−ℎ, 0].

Основними результатами даного роздiлу є теорема 3.1, теорема 3.2 i теорема
3.4, сформульванi нижче.
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Теорема 0.1. (Iснування i єдинiсть) Нехай виконанi умови (H1)-(H4). Тодi для всiх

𝑇 > 0 рiвняння (3.1) має єдиний м’який розв’язок 𝑢 на [0,𝑇 ]. Бiльше того, даний

розв’язок задовольняє спiввiдношення

∥𝑢𝑡 − 𝑢0∥𝐶ℎ = sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝑡 + 𝜃 ) − 𝜑 (𝜃 )∥ →𝑃 0, 𝑡 → 0.

Наступна теорема стосується неперервної залежностi розв’язкiв вiд початко-
вих даних.

Теорема 0.2. (Неперервна залежнiсть вiд початкових даних) Нехай виконанi умови

теореми 3.1, а 𝑢 (𝑡, 𝜑) i 𝑢 (𝑡,Ψ) два неперервних розв’язки задачi(3.1) iз початковими

даними 𝜑 i Ψ, що задовольняють умову (H4). Тодi

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

[
∥𝑢 (𝑡, 𝜑) − 𝑢 (𝑡,Ψ)∥𝑝 + ∥𝑢𝑡 (𝜑) − 𝑢𝑡 (Ψ)∥𝑝𝐶ℎ

]
→ 0,

при 𝔼∥𝜑 − Ψ∥𝑝
𝐶ℎ

→ 0.

Далi з’ясовується питання марковостi i феллеровостi розв’язкiв та пов’язаних
iз ними перехiдних напiвгруп. Позначимо через 𝐵𝑏 (𝐶ℎ) банахiв простiр всiх
обмежених дiйсних вимiрних за Борелем функцiй над 𝐶ℎ i 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) простiр всiх
обмежених, неперервних функцiй на 𝐶ℎ. Також визначимо F 𝑡

𝑠 (𝑑𝑊 ) мiнiмальну
𝜎 - алгебру, що мiстить𝑊 (𝜏) −𝑊 (𝑠), 𝜏 ∈ [𝑠, 𝑡], i 𝐺𝑡 мiнiмальну 𝜎 - aлгебру, що
мiстить𝑊 (𝜏) −𝑊 (𝑡) для 𝜏 ≥ 𝑡 .

Нехай 𝐷 є 𝜎-алгеброю борелiвських пiдмножин iз 𝐶ℎ. Для кожної множини
𝐴 ∈ 𝐷 визначимо функцiю

𝜇𝑡 (𝐴) = 𝑃{𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) ∈ 𝐴} = 𝑃{𝑈 𝑡
𝑠 𝜑 ∈ 𝐴} = 𝑃 (𝑠, 𝜑, 𝑡, 𝐴). (3)

Таким чином 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) природнiм чином задає мiру на 𝐷 . Формула (3.5) визначає
перехiдну функцiю, що вiдповiдає випадковому процесу 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑), 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0.
Аналогiчним шляхом, як i в скiнченномiрному випадку [100], можна показати,
що ця функцiя задовольняє всi властивостi перехiдної ймовiрностi. Аналогiчно
маємо

Теорема 0.3. (Maрковська властивiсть) За виконання умовтеореми 3.1, випадковий

процес 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) є процесом Маркова на 𝐶ℎ iз перехiдною функцiєю, визначеною як

(3.5).
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Наступне твердження випливає iз теореми 3.2.

Твердження 0.1. При виконаннi умов (H1)-(H4) перехiдна напiвгрупа 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 є

стохастично неперервною та задовольняє властивiсть феллеровостi

𝑃𝑡 : 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) → 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) and lim
𝑡→0

𝑃𝑡𝜑 = 𝜑.

Основним результатом даного роздiлу є теорема про iснування iнварiантної
мiри.

Теорема 0.4. Нехай виконанi умови теореми 3.1. Якщо рiвняння (3.1) має розв’язок

𝑢 (𝑡) який обмеженим за ймовiрнiстю для 𝑡 ≥ 0 in 𝐶ℎ, а саме

sup
𝑡≥0

𝑃{∥𝑢𝑡 ∥𝐶ℎ > 𝑅} → 0, 𝑅 → ∞. (4)

Tодi iснує iнварiантна мiра 𝜇 in 𝐶ℎ, тобто∫
𝐶ℎ

𝑃𝑡𝜑 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥) =
∫
𝐶ℎ

𝜑 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥), for any 𝑡 ≥ 0, and 𝜑 ∈ 𝐶𝑏 (𝐶ℎ).

У пiдроздiлi 3.2 доведено теореми iснування, єдиностi та неперервної зале-
жнiстi розв’язкiв вiд початкових даних. Доведення iснування приводиться у
кiлька етапiв:
1) спочатку розглядається певне лiнiйне рiвняння, пов’язане iз вихiдним нелi-
нiйним. Для нього доводиться iснування та єдинiсть розв’язку;
2) за допомогою даного лiнiйного рiвняння будується певна iтерацiйна схема
типу пiкаровських наближень та обгрунтовується її збiжнiсть у потрiбних нор-
мах;
3) обгрунтовується граничний перехiд у iтерацiйнiй схемi, що i дає iснування
розв’язку вихiдної задачi.

Основна труднiсть тут пов’язана iз оцiнками iнтегралiв типу
∫ 𝑡

0 𝐴𝑆 (𝑡 −
𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠 , що взагалi кажучи, мiстять неiнтегровну сингулярнiсть. Для iснування
таких iнтегралiв потрiбно вибиратифункцiї𝑔 iз певних класiв,що задовольняють
умову (H3).

У пiдроздiлi 3.3 доведеноо основний результат даного роздiлу, а саме тео-
рему 3.4, про iснування iнварiантних мiр. Iдея доведення базується на пiдходi
компактностi [28]. Нехай 𝑢 (𝑡) є м’яким розв’язком рiвняння (3.1), що задоволь-
няє умову (3.7). Нашою метою є доведення того факту, що сiм’я розподiлiв
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L(𝑢𝑡 ), 𝑡 ≥ 𝑇 , при 𝑇 ≥ 2ℎ, породжених розв’язком є щiльною в 𝐶ℎ. А саме, ми
покажемо, що для довiльного 𝜀 > 0 iснує компакт 𝐾𝜀 ⊂ 𝐶ℎ, такий, що

𝑃{𝑢𝑡 ∈ 𝐾𝜀} > 1 − 𝜀. (5)

У пiдроздiлi 3.4 вивчено наступне питання. Достатнi умови iснування iнварi-
антних мiр, отриманi у попередньому пiдроздiлi, мiстять одну умову, яку досить
складно перевiряти, а саме умову iснування глобально обмеженого розв’язку.
У застосуваннях бажано було б мати якiсь коефiцiєнтнi умови iснування та-
кого розв’язку. В даному пiдроздiлi приведено такi умови для стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних параболiчного
типу iз головним елiптичним оператором 𝐴. Тут також приведемо приклад не-
лiпшицевих нелiнiйностей 𝑓 and 𝜎 , що задовольняють умови основної теореми.

Нехай 𝐷 –обмежена область в ℝ𝑑 з межею 𝜕𝐷 , що задовольняє умову Ляпу-
нова, у якостi основного гiльбертового простору вiзьмемо 𝐻 = 𝐿2(𝐷) i

𝐴𝑢 =

𝑑∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖, 𝑗 (𝑥)𝑢𝑥𝑖 )𝑥 𝑗 = 𝑑𝑖𝑣 (𝑎(𝑥)∇𝑢).

Тут 𝑎𝑖, 𝑗 неперервнi за Гельдером коефiцiєнти iз показником Гельдера 𝛽 ∈ (0, 1),
симетричнi, обмеженi i задовольняють умову рiвномiрної елiптичностi

𝑑∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖, 𝑗𝜂𝑖𝜂 𝑗 ≥ 𝐶0∥𝜂∥2, 𝜂 ∈ ℝ𝑑,

для деякої сталої 𝐶0 > 0. Нехай, також 𝑒𝑛 (𝑥) є ортонормованим базисом в 𝐻
таким, що 𝑒𝑛 ∈ 𝐿∞(𝐷) i sup𝑛 ∥𝑒𝑛∥𝐿∞(𝐷) < ∞. Введемо наступний коварiацiйний
оператор 𝑄 ∈ L(𝐻 ) такий, що 𝑄 є невiд’ємним i 𝑇𝑟 (𝑄) < ∞, а також 𝑄𝑒𝑛 = 𝜆𝑛𝑒𝑛.
Це дозволяє визначити наступний випадковий процес

𝑊 (𝑡) :=
∞∑︁
𝑖=1

√︁
𝜆𝑖𝛽𝑖 (𝑡)𝑒𝑖 (𝑥), 𝑡 ≥ 0,

що є 𝑄-вiнеровим процесом для 𝑡 ≥ 0, який приймає значення в 𝐿2(𝐷). Ви-
значимо також 𝑈 := 𝑄

1
2 (𝐿2(𝐷)). Iз [70], Lemma 2.2, випливає, що 𝑈 ∈ 𝐿∞(𝐷).

Iз [70] випливає, що даний оператор дiє Ψ : 𝑈 → 𝐻 . Для фiксованого 𝜑 ∈ 𝐿2(𝐷),
покладемо Ψ(𝜑) = 𝜑 · 𝜓 for 𝜓 ∈ 𝑈 . Оскiльки 𝜑 ∈ 𝐿2(𝐷) i 𝜓 ∈ 𝐿∞(𝐷), то опе-
ратор Ψ визначений коректно i отже Ψ ◦ 𝑄1/2 : 𝐿2(𝐷) → 𝐿2(𝐷) є оператором
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Гiльберта-Шмiдта i його норма Гiльберта-Шмiдта задовольняє нерiвнiсть

∥Ψ ◦𝑄1/2∥2
L0

2
≤ 𝑇𝑟 (𝑄) sup

𝑛

∥𝑒𝑛∥2
∞∥𝜑 ∥2

𝐿2(𝐷) .

Основним об’єктом нашого дослiдження в даному пiдроздiлi є наступне рiвня-
ння iз запiзненням:

𝑑 [𝑢 (𝑡, 𝑥)+
∫
𝐷

𝑏 (𝑥,𝑢 (𝑡−ℎ,𝑦), 𝑦)𝑑𝑦] = [𝑑𝑖𝑣 (𝑎(𝑥)∇𝑢 (𝑡, 𝑥))+𝑓 (𝑢 (𝑡−ℎ, 𝑥))]𝑑𝑡+𝜎 (𝑢 (𝑡−ℎ, 𝑥))𝑑𝑊 (𝑡)

(6)
при 𝑡 > 0, з 𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝜑 (𝑡, 𝑥) для 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] i 𝑢 (𝑡, 𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 ≥ 0.
Тут 𝑏 (𝑥, 𝑧,𝑦) : ℝ𝑑 × ℝ1 × ℝ𝑑 → ℝ, 𝑓 : ℝ → ℝ i 𝜎 : ℝ → ℝ. Введемо наступне
вiдображення

𝑔(𝜑) (𝑥) :=
∫
𝐷

𝑏 (𝑥, 𝜑 (−ℎ), 𝑦)𝑑𝑦

як вiдображення з 𝐶ℎ в 𝐿2(𝐷). Тодi задача (3.31) може бути переписана в абстра-
ктнiй формi (3.1), з 𝐷 (𝐴) = 𝐻 2(𝐷) ∩ 𝐻 1

0 (𝐷).
Тут отримано наступне твердження.

Наслiдок 0.1. [i] Нехай 𝑓 i 𝜎 задовольняють умови (H2) (як вiдображення

Немицького),а початковi данi 𝜑 задовольняють умову (H4). На додаток

припустимо, що дiснозначна функцiя 𝑏 є неперервною за всiма змiнними та

iснують сталi 𝐴 > 0 i𝑀𝑔 > 0 такi, що

|𝑏 (𝑥, 0, 𝑦) | + |∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧,𝑦) | ≤ 𝐴

а також

|𝑏 (𝑥, 𝑧1, 𝑦) − 𝑏 (𝑥, 𝑧2, 𝑦) | + |∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧1, 𝑦) − ∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧2, 𝑦) | ≤ 𝑀𝑔 |𝑧1 − 𝑧2 |

для всiх 𝑥,𝑦 ∈ 𝐷 , 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ i

2𝑀2
𝑔 𝑚𝑒𝑎𝑠

2(𝐷) < 1. (7)

Тодi рiвняння (3.31) має єдиний м’який розв’язок.

[ii] Якщо, окрiм того, функцiї 𝑓 , 𝜎 i 𝑏 обмеженi, то iснує iнварiантна мiра для

вiдповiдної перехiдної напiвгрупи, що вiдповiдає рiвнянню (3.31).
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У четвертому роздiлi вивчено слабкi та сильнi розв’язки спарених нескiн-
ченновимiрних стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь

У попередньому роздiлi вивчались розв’язки рiвнянь у самому слабкому
сенсi–м’якi розв’язки (mild solution). Iдея формулювання такого поняття йде
вiд звичайних диференцiальних рiвнянь, а саме вiд вiдомої формули Лагранжа
варiацiї довiльної сталої. Присутнiсть лiнiйної частини (у випадку звичайних
рiвнянь) дозволяє записати розв’язок у еквiвалентнiй iнтегральнiй формi за
допомогою згорток iз використанням матрицанта лiнiйної частини. Саме ця
iдея i використана у поняттi м’якого розв’язку, лише тут замiсть матрицанта
фiгурує його нескiнченновимiрний аналог–напiвгрупа 𝑆 (𝑡), породжена вiд-
повiдним генератором 𝐴. Дане поняття зручне тим, що при такому пiдходi
у вiдповiдних iнтегральних формулах не фiгурують необмеженi оператори.
Правда дане зауваження не стосується рiвнянь нейтрального типу, там необме-
жений оператор все таки залишається, але вiн дiє на достатньо гладкi функцiї.
Але дане поняття розв’язку має суттєвий недолiк, воно не гарантує нiякої
гладкостi розв’язку, а лише його належнiсть вихiдному простору. Це особливо
важливо у застосуваннях, зокрема там, де виникають рiвняння у частинних
похiдних i гладкiсть розв’язку має принципове значення. Тому важливо ма-
ти поняття розв’язку, що гарантує певну гладкiсть. Так виникають поняття
слабких та сильних розв’язкiв. В цьому роздiлi дослiджено питання iснування
глобальних слабких та локальних сильних розв’язкiв спарених стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь в гiльбертових просторах, при цьому
одне iз рiвнянь є рiвнянням iз необмеженим оператором, а iнше звичайним
функцiонально-диференцiальним рiвнянням. Такi системи рiвнянь виникають
при моделюваннi реальних процесiв, частина параметрiв яких носять розподi-
лений характер, а частина зосередженi. Важливим при застосуваннях є ще й те,
що коефiцiєнти рiвнянь, як правило, не є глобально лiпшицевими та задоволь-
няють умову степеневого (не обов’язково лiнiйного) росту. Основним об’єктом
дослiдження цього роздiлу є наступне рiвняння у гiльбертовому просторi

𝑑𝑢 (𝑡) = [𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑡, 𝑡 ≥ 0,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], ℎ > 0.

(8)
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Тут 𝑢𝑡 = 𝑢 (𝑡 + 𝜃 ), 𝑦𝑡 = 𝑦 (𝑡 + 𝜃 ), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0], оператор 𝐴 є знову iнфiнiтизималь-
ним оператором аналiтичної напiвгрупи обмежених операторiв {𝑆 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0}
в сепарабельному гiльбертовому просторi 𝐻 , 𝑊 (𝑡) 𝑄-вiнеровим процесом у
сепарабельному просторi Гiльберта 𝐾 , 𝑢 (𝑡) –простiр станiв, функцiонали 𝑓 i 𝑔 є
вiдображеннями iз простору неперервних функцiй на [−ℎ, 0] в 𝐻 , 𝜎 вiдображе-
ння iз цього ж простору у спецiальний простiр операторiв Гiльберта-Шмiдта.
Нарештi, 𝜙,𝜓 : [−ℎ, 0] → 𝐻 є початковими функцiями. Як уже говорилось у
вступi, рiвняння подiбного роду моделюють рiзнi процеси природознавства
iз "пам’яттю де задiянi випадковi сили. При цьому заданi зовшнi впливи, як
правило, не є лiпшицевими i такими, що задовольняють умови лiнiйного росту.
У застосуваннях зазвичай це деякi степеневi функцiї. Тому важливо отримати
умови коректної розв’язностi саме для таких нелiнiйностей.

Цей роздiл побудований такимчином. У пiдроздiлi 4.1 дана строга постановка
задачi, приведенi деякi допоможнi твердження та сформульовано основнi
результати. Нехай 𝐾 i 𝐻 два сепарабельних гiльбертовi простори, а 𝑉 ⊂ 𝐻

–рефлексивний банахiв простiр iз дуальним простором 𝐻 ′. Для iдентифiкацiї
простору 𝐻 з його дуальним 𝐻 ′, маємо

𝑉 ⊂ 𝐻 � 𝐻 ′ ⊂ 𝑉 ′, (9)

де вкладення є неперервним i щiльним. При цьому трiйка (𝑉 ,𝐻,𝑉 ′) називається
трiйкою Гельфанда. Норми у просторах 𝑉 ,𝐻 i 𝑉 ′ позначимо | | · | |𝑉 , | | · | | i | | · | |𝑉 ′

вiдповiдно. Скалярний добуток в 𝐻 i спарку мiж 𝑉 i 𝑉 ′ позначимо (·, ·), i ⟨·, ·⟩
вiдповiдно. Норму i скалярний добуток в 𝐾 будемо позначати | | · | |𝐾 and (·, ·)
вiдповiдно.

Нехай також (Ω, F , 𝑃)– повний ймовiрнiсний простiр iз нормальною фiльтра-
цiєю {F𝑡 : 𝑡 ≥ 0}, згенерованою 𝑄-вiнеровим процесом𝑊 в (Ω, F , 𝑃) з лiнiйним,
обмеженим коварiацiйним оператором таким,що tr𝑄 < ∞. Нехай також iснують
повна ортонормована система {𝑒𝑘} в 𝐾 i послiдовнiсть невiд’ємних чисел 𝜆𝑘 такi,
що 𝑄𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . ., i

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 < ∞. (10)

Такий процес Вiнера допускає розклад𝑊 (𝑡) =
∑∞
𝑘=1

√
𝜆𝑘𝛽𝑘 (𝑡)𝑒𝑘 , де 𝛽𝑘 (𝑡) є

дiйсними, стандартними процесами Вiнера, незалежними у сукупностi.
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Нехай 𝑈0 = 𝑄
1
2 (𝑈 ) i 𝐿0

2 = 𝐿2(𝑈0, 𝐻 ) простiр всiх операторiв Гiльберта Шмiдта,
що дiють з 𝑈0 в 𝐻 зi скалярним добутком (Φ,Ψ)𝐿0

2
= 𝑡𝑟 [Φ𝑄Ψ∗] i нормою | |Φ| |𝐿0

2

вiдповiдно. Через 𝐶 := 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ) позначимо простiр всiх неперервних вiд-
ображень з [−ℎ, 0] в𝐻 надiлений нормою | |𝑢 | |𝐶 = sup[−ℎ,0] 𝐻 , i 𝐿2

𝑉
:= 𝐿2((−ℎ, 0);𝑉 )

є простором 𝑉 -значних вiдображень iз нормою

| |𝑢 | |2
𝐿2
𝑉

=

0∫
−ℎ

| |𝑢 (𝑡) | |2𝑉𝑑𝑡 .

Далi приведено умови на головний оператор𝐴 та нелiнiйностi, що фiгурують
у системi. Умови на оператор A:
(A1) 𝐴 є лiнiйним (взагалi кажучи, необмеженим ) оператором iз областю

визначення 𝐷 (𝐴), щiльною в 𝐻 так, що 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 ′.
(A2) Для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 iснує стала 𝛼 > 0 така, що

|⟨𝐴𝑢, 𝑣⟩| ≤ 𝛼 | |𝑢 | |𝑉 · | |𝑣 | |𝑉 .

(A3) 𝐴 задовольняє умову коерцетивностi: iснують сталi 𝛽 > 0 i 𝛾 такi, що

⟨𝐴𝑣, 𝑣⟩ ≤ −𝛽 | |𝑣 | |2𝑉 + 𝛾 | |𝑣 | |2, ∀𝑣 ∈ 𝑉 .

Умови на нелiнiйностi:
(N1) 𝑓 i 𝑔 є вiдображеннями з 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
×𝐶 в 𝐻 , 𝜎 дiє з 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
×𝐶 в 𝐿0

2.
(N2) (Умова росту) Iснують додатнi сталi 𝛼 > 0 i 𝛾 ≥ 1 такi, що

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) | | + | |𝑔(𝜙,𝜓 ) | | ≤ 𝛼 ©­«1 + ©­«
0∫

−ℎ

| |𝜙 | |𝑉𝑑𝑡
ª®¬
𝛾

+ ||𝜙 | |𝛾
𝐶
+ ||𝜓 | |𝛾

𝐶

ª®¬
i

| |𝜎 (𝜙,𝜓 ) | |2
𝐿0

2
≤ 𝛼

(
1 + ||𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶

)
.

(N3) (Локальна умова Лiпшиця). Для кожного 𝑁 > 0 iснує стала 𝐾𝑁 > 0 така, що

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) − 𝑓 (𝜙1,𝜓1) | |2 + ||𝑔(𝜙,𝜓 ) − 𝑔(𝜙1,𝜓1) | |2 + ||𝜎 (𝜙,𝜓 ) − 𝜎 (𝜙1,𝜓1) | |2

≤ 𝐾𝑁
(
| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶

)
для довiльних 𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
i𝜓,𝜓1 ∈ 𝐶 таких, що

| |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶 < 𝑁, | |𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓1 | |2𝐶 < 𝑁 .
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(N4) (Умова коерцетивностi) Iснують сталi 𝛽 > 0, 𝜆 i 𝐶1 такi, що для довiльного
𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
виконана нерiвнiсть

⟨𝐴𝜙 (0), 𝜙 (0)⟩ + (𝑓 (𝜙,𝜓 ), 𝜙 (0)) + (𝑔(𝜙,𝜓 ),𝜓 (0)) + | |𝜎 (𝜙,𝜓 ) | |2
𝐿0

2

≤ −𝛽 | |𝜙 (0) | |2𝑉 + 𝜆( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶) +𝐶1.

(N5) (Monotonicity condition) For any 𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑉
and𝜓,𝜓1 ∈ 𝐶 , we have

2⟨𝐴(𝜙 (0) − 𝜙1(0), 𝜙 (0) − 𝜙1(0))⟩ + 2 (𝑓 (𝜙,𝜓 ) − 𝑓 (𝜙1,𝜓1), 𝜙 (0) −𝜓 (0))
+2 (𝑔(𝜙,𝜓 ) − 𝑔(𝜙1,𝜓1),𝜓 (0) −𝜓1(0)) + | |𝜎 (𝜙,𝜓 ) − 𝜎 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐿0

2

≤ 𝛿
(
| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶

)
.

для деякої сталої 𝛿 .
Нехай 𝜙 (𝑡) ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
i𝜓 (𝑡) ∈ 𝐶 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Покладемо Ω𝑇 = [0,𝑇 ] × Ω.

Означення 0.2. НазвемоF𝑡 -aдаптований, випадковий процес (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) ∈ 𝑉 ×𝐻
слабким розв’язком початкової задачi (4.1) на [0,𝑇 ] якщо:
1) 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0];
2) 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑉 ), 𝑦 ∈ 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐻 );
3) для всiх 𝑣 ∈ 𝑉 and 𝑧 ∈ 𝐻 , рiвностi

(𝑢 (𝑡), 𝑣) = (𝑢 (0), 𝑣) +
𝑡∫

0

(⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑣⟩ + (𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑣)) 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

(𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝑣) , (11)

(𝑦 (𝑡), 𝑧) = (𝑦 (0), 𝑧) +
𝑡∫

0

(𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑧)𝑑𝑧,

виконуються iз ймовiрнiстю 1 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Основними результатами даного роздiлу є теореми iснування та єдиностi
слабкого розв’язку початкової задачi системи (4.1) та його неперервна залежнiсть
вiд початкових даних.

Теорема 0.5. (Iснування та єдинiсть) Нехай виконуються умови (A1)-(A3) and

(N1)-(N5). Тодi для довiльних початкових даних 𝜙 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑉
i 𝜓 ∈ 𝐶 , початкова

задача (4.1) має єдиний слабкий розв’язок (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) на [0,𝑇 ] такий, що

𝑢 ∈ 𝐿2(Ω;𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )) ∩ 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑉 ), 𝑦 ∈ 𝐿2(Ω,𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )) .
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При цьому справедлива наступна енергетична рiвнiсть:

| |𝑢 (𝑡) | |2 + ||𝑦 (𝑡) | |2 = | |𝑢 (0) | |2 + ||𝑦 (0) | |2 + 2
𝑡∫

0

⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑢 (𝑠)⟩𝑑𝑠

+(𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑢 (𝑠))𝑑𝑠 + (𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑦 (𝑠))𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

| |𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠 + 2

𝑡∫
0

(𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝑢 (𝑠)). (12)

Теорема 0.6. (Неперервна залежнiсть вiд початкових даних) Нехай виконанi

умови теореми 2.1, а (𝜙,𝜓 ) i (𝜙1,𝜓1) є початковими умовами для розв’язкiв

(𝑢 (𝑡, 𝜙,𝜓 ), 𝑦 (𝑡, 𝜙,𝜓 )) i (𝑢 (𝑡, 𝜙1,𝜓1), 𝑦 (𝑡, 𝜙1,𝜓1)) для початкової задачi (4.1), вiдповiдно.
Тодi iснує стала 𝐶 (𝑇 ) така, що

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

[| |𝑢𝑡 (𝜙,𝜓 ) − 𝑢𝑡 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐶 + ||𝑦𝑡 (𝜙,𝜓 ) − 𝑦𝑡 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐶]

≤ 𝐶 (𝑇 ) ( | |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶). (13)

Доведення даних теорем проведено у пiдроздiлi 4.2.
Основну труднiсть складає доведення факту iснування слабких розв’язкiв.

Тут застосовано пiдходи монотонностi та компактностi, добре вiдомi для рiвнянь
у частинних похiдних, а саме:

1) спочатку розглядається проекцiя задачi (зрiзки) на скiнченновимiрнi пiдпо-
стори та доводиться iснування i єдинiсть розв’язкiв зрiзаних, скiнченновимiрних
задач;

2) наступним етапом є встановлення певних апрiорних оцiнок на розв’язки
зрiзаних рiвнянь. Особливiстю даних оцiнок є їх рiвномiрнiсть, тобто неза-
лежнiсть вiд розмiрностi. Цi оцiнки власне означають слабку компактнiсть
послiдовностi розв’язкiв зрiзаних рiвнянь у певних функцiональних просто-
рах, а значить i iснування слабко збiжних пiдпослiдовностей у вiдповiдних
просторах;

3) останнiм етапом доведення є обгрунтування можливостi граничного
переходу у зрiзаних рiвняннях, за умови прямування розмiрностi зрiзок до
нескiнченностi. Тут якраз i спрацьовує пiдхiд монотонностi.

При цьому, паралельно, граничним переходом встановлюється i енергети-
чна рiвнiсть для квадратiв норм. Тодi факт єдиностi i неперервна залежнiсть
розв’язкiв є прямим наслiдком енергетичної рiвностi.
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В пiдроздiлi 4.3 продемонстроване застосування отриманих абстрактних
результатiв до стохастичної моделi серцевого дефибрилятора, математичною
моделлю якого є, так зване, бiдоменне рiвняння.

Дана система рiвнянь у класичному випадку має вигляд

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) − ∇ · (𝑎𝑖∇𝑢𝑖) = 𝐼𝑖 на (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) + ∇ · (𝑎𝑒∇𝑢𝑒) = −𝐼𝑒, на (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑤 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0 на (0,∞) ×𝑄,

𝑢𝑖 − 𝑢𝑒 = 𝑢, на (0,∞) ×𝑄,

(14)

iз крайовими умовами

𝑎𝑖∇𝑢𝑖 · 𝜈 = 0, 𝑎𝑙∇𝑢𝑙 · 𝜈 = 0 при (0,∞) ×𝑄,

та початковими даними 𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.
Тут 𝑄 ⊂ ℝ𝑑 –обмежена область, функцiї 𝑢𝑖 та 𝑢𝑒 моделюють втрiшнi та

зовнiшнi клiтиннi електричнi потенцiали, 𝑢 є трасмембранним потенцiалом
i 𝜈 є зовнiшнiм вектором нормалi до межi 𝜕𝑄 . Анiзотропнi властивостi даної
системи описуються матрицями провiдностi 𝑎𝑖 (𝑥) та 𝑎𝑒 (𝑥). При цьому функцiї 𝐼𝑖
i 𝐼𝑒 вiдповiдають за внутрiшньо- та позаклiтиннi струми стимуляцiї, вiдповiдно.
Найбiльш вiдомими iз них є наступнi:

нелiнiйнiсть Аллена-Кана, що задається формулами
𝑓 (𝑢) = 𝑢3 − 𝑢,

𝑔(𝑢) = 0,
(15)

та Фiтц-Хью-Нагумо 
𝑓 (𝑢,𝑤) = 𝑢 (𝑢 − 𝑎) (𝑢 − 1) +𝑤,

𝑔(𝑢,𝑤) = 𝑏𝑤 − 𝑐𝑢,
(16)

де 0 < 𝑎 < 1 i 𝑏, 𝑐 > 0 деякi сталi.
В [12], введенням нелокального iнтегро-диференцiального оператора

𝐴𝑢 = −∇(𝜎𝑖∇𝑢) + ∇(𝜎𝑖∇({∇ · (𝜎𝑖 + 𝜎𝑙 )∇}−1(∇ · 𝜎𝑖∇𝑢))),
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що i називається бiдоменним, система (4.38) переписана у абстрактнiй формi
еволюцiйного рiвняння 

𝜕𝑢𝑡 + 𝑓 (𝑢,𝑤) +𝐴𝑢 = 𝑠,

𝜕𝑤𝑡 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0,

𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.

(17)

Для системи (4.41) при виконаннi певних умов на нелiнiйностi, доведенi теореми
iснування розв’язкiв.

У роботi розглянуто такого типу рiвняння, що враховує ефект запiзнення та
стохастичнi впливи, саме наступне стохастичне функцiонально-диференцiальне
рiвняння iз запiзненням

𝑑𝑢 (𝑡) = [−𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))]𝑑𝑡 + 𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢 (𝑡 − ℎ,𝑦 (𝑡 − ℎ))𝑑𝑡,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],

(18)

де ℎ > 0 визначає запiзнення, 𝑄 ⊂ ℝ3 є обмеженою областю iз гладкою межею
𝜕𝑄 . Щоб застосувати попереднi результати, потрiбно визначити функцiональнi
простори, якi утворюють трiйку Гельфанда. Покладемо 𝐻 := 𝐿2(𝑄), 𝐻0 := {𝑣 ∈
𝐻,

∫
𝑄
𝑣𝑑𝑥 = 0}, 𝑉 := 𝐻 1(𝑄) та 𝐷 (𝐴) := {𝑢 ∈ 𝐻 2(𝑄) ∩ 𝐻0, ∇𝑢 · 𝜈 = 0 on 𝜕𝑄}.

Нехай 𝜎𝑖 та 𝜎𝑒 : 𝑄 → ℝ𝑛×𝑛 є симетричними матрицями i функцiями класу
𝐶1(𝑄). Бiльш того, нехай iснують додатнi сталi 𝜎 та 𝜎 with 0 < 𝜎 < 𝜎 такi, що

𝜎 |𝜉 |2 ≤ 𝜉∗𝜎𝑖 (𝑥)𝜉 ≤ 𝜎 |𝜉 |2 and 𝜎 |𝜉 |2 ≤ 𝜉∗𝜎𝑒 (𝑥)𝜉 ≤ 𝜎 |𝜉 |2 (19)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 i всiх 𝜉 ∈ ℝ𝑛.
Як показано в [12], при цьому оператор𝐴 задовольняє умови (A1)-(A3). Бiльш

того, iснує неспадна послiдовнiсть чисел {𝜆𝑛} ⊂ ℝ, що 0 < 𝜆0 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑖 ≤ . . ., а
також ортонормований базис в 𝐻 , що складається iз власних векторiв {𝜓𝑖}𝑖∈ℕ
опратора 𝐴.

Тепер можна ввести 𝑄-вiнерiв процес

𝑊 (𝑡, 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜓𝑘 (𝑥)𝛽𝑘 (𝑡),
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
< ∞.
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Далi розглянуто два види нелiнiйностей:
1) випадок Аллена-Кана, де 𝑓 = −𝑢3(𝑡) + 𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑔 = 0;
2) випадок Фiтц-Хью-Нагумо, де

𝑓 = −𝑢3(𝑡) + (𝑎 + 1)𝑢2(𝑡) − 𝑎𝑢 (𝑡 − ℎ) − 𝑦 (𝑡 − ℎ),
𝑔 = −𝑏𝑦 (𝑡 − ℎ) + 𝑐𝑢 (𝑡 − ℎ),

𝑎 ∈ (0, 1), 𝑏 > 0, 𝑐 > 0.
Для обох типiв нелiнiйностей показано виконання умов теореми 4.1 iснуван-

ня та єдиностi слабкого розв’язку.
Питанням iснування сильних локальних розв’язкiв бiдоменних рiвнянь

приисвячено пiдроздiл 4.4. Данi розв’язки у порiвняннi зi слабкими, маю
бiльшу гладкiсть, так щоб входити у область визначення бiдоменного оператора.
Оскiльки даний оператор мiстить другу похiдну, то i розв’язки повиннi її мати.
Доведення основного результату базувалось на теоремах типу Сiррiна та на
теорiї критичних просторiв.

Отже, розглянутонаступну стохастичну системуфункцiонально-диференцiальних
рiвнянь iз головним бiдоменним оператором

𝑑𝑢 (𝑡) = [−𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))]𝑑𝑡 + 𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))𝑑𝑡,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] .

(20)

Розв’язок будемо розумiти у наступному сенсi.

Означення 0.3. F𝑡 -aдаптований випадковий процес (𝑢 (𝑡, ·), 𝑦 (𝑡, ·)) ∈ 𝐷 (𝐴) ×𝐻
назвемо сильним розв’язком рiвняння (4.45) на [0,𝑇 ] якщо:
(a) 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡) та 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡) для майже всiх 𝑡 ∈ [−ℎ, 0];
(b) для майже всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], рiвняння

𝑢 (𝑡) = 𝑢 (0) −
∫ 𝑡

0 𝐴𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 +
∫ 𝑡

0 𝑓 (𝑢 (𝑠 − ℎ), 𝑦 (𝑠 − ℎ))𝑑𝑠 +𝑊 (𝑡),

𝑦 (𝑡) = 𝑦 (0) +
∫ 𝑡

0 𝑔(𝑢 (𝑠 − ℎ), 𝑦 (𝑠 − ℎ))𝑑𝑠,
(21)

виконується iз ймовiрнiстю 1.
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Для отримання основного результату, тут спочатку розглянуто абстрактне
детермiнiстичне функцiонально-диференцiальне рiвняння виду

𝑑𝑢 (𝑡)
𝑑𝑡

+𝐴𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑢𝑡 ), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],
(22)

у банахому просторi 𝑋 iз нормою ∥ · ∥. Тут 𝐴 є секторiальним оператором, а
отже i визначенi дробовi його степенi 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ [0, 1]. Покладемо 𝑋𝛼 = 𝐷 (𝐴𝛼1 ) i
утворимо простiр 𝑋𝛼 iз нормою графiка

∥𝑢∥𝛼 = ∥𝐴𝛼1𝑢∥, 𝑢 ∈ 𝑋𝛼 ,

де 𝐴1 = 𝐴 + 𝑎𝐸 i 𝑎 вибране так, щоб Re 𝜎 (𝐴1) > 0. Добре вiдомо, що норми,
утворенi рiзними 𝑎 є еквiвалентними (див, напр Tеорему 1.4.6 [45]).

Позначимо через 𝑋𝛼
𝐶
простiр функцiй зi значеннями в 𝑋𝛼 , неперервних

на [−ℎ, 0], надiлений нормою ∥𝑢∥𝛼
𝐶
= sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝜃 )∥𝛼 . Припустимо, що 𝑓 (𝑡, 𝜙) є

вiдображенням, що дiє iз вiдкритої множини 𝑈 ⊂ [0,𝑇 ] × 𝑋𝛼
𝐶
в 𝑋 для деякого

𝛼 , i воно локально гельдеровим по 𝑡 та локально лiпшицевим по 𝜙 . Останнє
означає, що якщо (𝑡1, 𝜙1) ∈ 𝑈 , то iснує окiл 𝑉 ⊂ 𝑈 точки (𝑡1, 𝜙1) такий, що для
всiх (𝑡, 𝜙), (𝑠,𝜓 ) ∈ 𝑈 виконана нерiвнiсть

∥ 𝑓 (𝑡, 𝜙) − 𝑓 (𝑠,𝜓 )∥ ≤ 𝐿( |𝑡 − 𝑠 | 𝑗 + ∥𝜙 −𝜓 ∥𝐶𝛼 ), (23)

для деяких сталих 𝐿 > 0 та 𝑗 > 0. Надалi нам потрiбно буде поняття класичного
розв’язку задачi (4.47).

Означення 0.4. 𝑋 -значна функцiя 𝑢 (𝑡) називається класичним розв’язком
початкової задачi (4.47) на вiдрiзку [0,𝑇 ] якщо 𝑢 (𝑡) є неперервноюна [0,𝑇 ],
неперервно диференцiйовною у сильному сенсi на (0,𝑇 ] i 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐷 (𝐴) для
𝑡 ∈ (0,𝑇 ], 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] та задовольняється рiвнiсть (4.47).

Позначимо через 𝑆 (𝑡) аналiтичну напiвгрупу на 𝑋 , генератором якої є
оператор 𝐴.

Нам будуть потрiбнi наступна лема та теорема, що є узагальненням вiдпо-
вiдних результатiв iз [45] на клас функцiонально-диференцiальних рiвнянь.
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Лема 0.1. Якщо 𝑢 (𝑡) є розв’язком рiвняння (4.47) на [0,𝑇 ], а 𝜙 є неперервною за

Гельдером функцiєю з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 , то

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢 (0) +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] . (24)

Навпаки, якщо 𝑢 (𝑡) є неперервною функцiєю з [0,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],
що задовольняє iнтегральне рiвняння (4.49), то 𝑢 (𝑡) є розв’язком функцiонально-

диференцiального рiвняння (4.47) на [0,𝑇 ].

Доведення. Доведення даної леми подiбне до доведення аналогiчного результату
, а саме леми 3.3.2 з [45] для рiвнянь без запiзнення, тому ми зупинимося лише
на вiдмiнних рисах, якi вiдображають специфiку рiвняння (4.47).

Для доведення нам будуть потрiбнi два твердження.

Твердження 0.2. Якщо 𝑢 (𝑡) є неперевною функцiєю з [−ℎ,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , то функцiя 𝑢𝑡 є

також неперервною на [0,𝑇 ] за нормою простору 𝑋𝛼
𝐶
.

Наступне твердження стосується неперервностi за Гельдером.

Твердження 0.3. Якщо 𝑢 (𝑡) є неперевною функцiєю з [−ℎ,𝑇 ] в 𝑋𝛼 та 𝑢 (𝑡) є

неперервною за Гельдером функцiєю, що дiє з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 та з [0,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , то 𝑢𝑡 є

локально гельдеровою функцiєю на [0,𝑇 ] за нормою простору 𝑋𝛼
𝐶
.

Основним результатом тут є наступна теорема.

Теорема 0.7. Нехай 𝐴 секторiальний оператор, а 𝛼 ∈ (0, 1) та 𝑓 : 𝑈 → 𝑋 , де 𝑈

вiдкрита пiдможина в [0,𝑇 ] ×𝑋𝛼
𝐶
. Нехай також 𝑓 (𝑡, 𝜙) є локально гельдеровою по 𝑡

та локально лiпшицевою за 𝜙 i 𝜙 є непервною за Гельдером функцiєю з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 .
Тодi iснує 𝑡1 = 𝑡1(𝜙) таке, що задача (4.47) має єдиний класичний розв’язок на

iнтервалi [0, 𝑡1).

У висновках сформульовано основнi результати дисертацiйної роботи.

Автор висловлює вдячнiстьнауковому керiвнику—докторуфiзико-математичних

наук, професору Дудкiну Миколi Євгеновичу — за постiйну пiдтримку та допомогу

в роботi; колективам кафедр математичної фiзики та диференцiальних рiвнянь i

кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей за всебiчну допомогу пiд

час навчання.



Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї

Математичними моделями рiзноманiтних процесiв природознавства, еконо-
мiки, соцiальної сфери та iнших є такi, що еволюцiя їх у майбутньому суттєво
залежить вiд минулого. Тобто, процеси, що описують динамiку таких об’єктiв є
процесами iз "пам’яттю". Самi математичнi моделi є системами функцiонально-
диференцiальних рiвнянь. Основною особливiстю таких систем є те, що їх
правi частини є функцiоналами вiд "куска"траекторiї розв’язку у минулому.
Останнє приводить до того, що навiть у випадку вивчення еволюцiї у скiн-
ченновимiрному просторi, початковими даними для процесу є не точка, а
початкова функцiя iз певного функцiонального простору. Отже, на вiдмiну вiд
звичайних диференцiальних рiвнянь, ми маємо справу iз нескiнченновимiрним
об’єктом. Дослiдження таких рiвнянь вимагає застосування сучасних методiв
функцiонального аналiзу.

Найпростiшим варiантом функцiонально-диференцiальних рiвнянь є рiв-
няння iз запiзненням, що вперше розглядались наприкiнцi XVIII столiття у
роботах J. Bernoulli, L. Euler, M.de Condorcet. Однак, системне вивчення таких
систем почалося лише у XX столiттi, коли вони почали розглядатись, як строгi
математичнi моделi реальних процесiв, еволюцiя яких залежить вiд попере-
днiх станiв (див., наприклад, роботи C. C. Travis i G. F. Webb [98](1974), [99]
(1976) iз бiблiографiєю). Зазначимо монографiю J. K. Hale [43] (1977), де дано
системне вивчення загальної теорiї функцiонально-диференцiальних рiвнянь та
продемонстровано широке коло їх застосування, а також приведена грунтовна
бiблiографiя з даної тематики. Серед робiт українських математикiв вiдзначимо
працi [7, 9, 86, 109–115, 117, 118], у яких розглянутi питання асимптотичної та
якiсної поведiнки розв’язкiв систем функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

34
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Поряд iз розглядом об’єктiв iз зосередженими параметрами велике прикла-
дне значення мають процеси iз розподiленмим параметрами та "пам’яттющо
приводить вивчення функцiонально-диференцiальних рiвнянь у частинних
похiдних, або бiльш широко, до функцiонально-диференцiальних рiвнянь ево-
люцiйного типу. При цьому введення у модель запiзнення є суттєвим для
її адекватностi до оригiналу.Одним iз типових прикладiв таких моделей є
рiвняння теплопровiдностi. Зокрема класичною моделлю є вiдоме рiвняння

𝑢𝑡 = Δ𝑢

що має iстотний недолiк: воно передбачає нескiнченну швидкiсть поширення
теплових флуктуацiй у теплопровiдниках Фур’є, що звичано не так. Gurtin and
Pipkin в [41] запропонували ввести у дану модель запiзнення, що характеризує
термiчну iсторiю матерiалу. У цьому випадку швидкiсть поширення тепла
виявилась скiнченною. Лiнеаризована версiя цiєї моделi наступна

𝑢𝑡 (𝑥, 𝑡) +
∞∫
0

𝛽 (𝑠)𝑢 (𝑥, 𝑡 − 𝑠)𝑡 𝑑𝑠 = 𝐶Δ𝑢 (𝑥, 𝑡),

яка є прикладом функцiонально-диференцiального рiвняння у частинних
похiдних. Окрiм того,в [80] наводить приклад регулярiзацiї температури через
iнжекцiю тепла або вiдведення, кероване термостатом, що створює додаткову
пам’ять i ефект затримки. Тiсно пов’язана проблема виникає при частково
розсiяному моделюваннi динамiка чисельностi iз затримкою родового процесу
[80]

𝑢𝑡 (𝑥, 𝑡) −𝐶𝑢𝑥𝑥 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) [1 − 𝑢 (𝑥, 𝑡) −
0∫

−1

𝑢 (𝑥, 𝑡 + 𝑟 (𝑠)) 𝑑𝑠],

де 𝑟 (𝑠) неперервна функцiя, що характеризує запiзнення.
Функцiонально-диференцiального рiвняння у частинних похiдних широко

використовуються при моделюваннi поведiнки багатовидових популяцiй у
кiлькох просторових вимiрах, зокрема в роботах Britton [14] (1986), Fife [36] (1979),
Jones and Sleeman [54](1983), Levin [63, 64](1976, 1978), Murray [72](1989),Sleeman
[85](1981), Smoller [87](1983), and Steele [94](1974).



36

Нагальнi потреби практики спонукали дослiдникiв до розвитку строгої
математичної теорiї таких рiвнянь. Так теореми типу iснування та єдиностi
розв’язкiв початкових задач були отриманi, наприклад, Henfiquez [44](1995) and
Ruan and Wu [79](1994). Фундаментальнi результати iснування–єдиностi для
рiвнянь iз нескiнченним iнтервалом запiзнення разом iз аналiзом стiйкостi для
напiв-лiнiйних рiвнянь отриманi в роботах Barbu [6](1981), Brewer [13](1980),
Chen [23] (1990), Da Prato and Iannelli [29](1985),Liang and Xiao [65](1991), Ruan
and Wu [79](1994)та iнших авторiв. Цi та iншi результати були пiдсумованi у
монографiї [53] (1996).

Вимога адекватного описання реальних процесiв вимагає врахування у
моделях випадкових чинникiв, що приводить до стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь. Такi рiвняння у скiнченновимiрних випадках в
планi iснування, єдиностi, неперервної залежностi розв’язку вiд початкових
функцiй вивчались в роботах V. Kolmanovskii й A. Myshkis [60](1992), для рiвнянь
нейтрального типу зi скiнченновимiрним процесом Вiнера дослiджувались в
роботах H. Bao й J. Cao [5](2009), H. Chen [22] (2019), V. Kolmanovskii i спiвавторiв
[73] (2003), Y. Xu й S. Hu [103] (2010), X. Yang i Q. Zhu [106] (2015), F. Wei i Y.
Cai [102](2013), L. Yong i L. Bin [107] (2015) та iнших. Асимптотична поведiнка
i стiйкiсть розв’язкiв у рiзних ймовiрнiсних сенсах дослiджувалась багатьма
авторами, зокрема B. Boufoussi i спiвавторiв [11] (2018), S. Jankovic i J. Randjelovic
[51] (2007), Renesse та Scheutzow [101] та iншими. Фундаментальною роботою, де
викладенi основи теорiї стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь
є монографiя [100] (1989).

Асимптотичнiй теорiї стохастичних функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь в планi iснування iнварiантних мiр та ергодичностi присвяченi робо-
ти [34], [83] та iншi.

Природним напрямком розвитку теорiї стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь є їх дослiдження у нескiнченновимiрних просторах.
Основним об’єктом вивчення тут є рiвняння наступного вигляду

𝑑𝑢 (𝑡) = (𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑡,𝑢𝑡 ))𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑡,𝑢𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡),

тут 𝐴 − − необмежений лiнiйний оператор, що дiє у деякому гiльбертовому
просторi𝐻 , 𝑓 i𝜎 вiдображення з [0, 𝑇 ]×𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ,𝑊 −−нескiнченновимiрний
процес Вiнера в 𝐻 . Щодо iснування м’яких розв’язкiв таких рiвнянь вiдзначимо
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роботи P. Balasubramaniam i спiвавторiв [4] (2005), T. Caraballo i спiвавторiв [18]
(2003), T. Caraballo й J. Real [17], K. Liu i спiвавторiв [67] (2002). У роботах T. E.
Govindan [39] (2003), T. Caraballo [15] (1990), T. Caraballo й K. Liu [16] (1999), A.
F. Ivanov i спiвавторiв [50] (2003), T. Taniguchi [95] (2007) дослiджувалась якiсна
теорiя таких рiвнянь i стохастична стiйкiсть їх розв’язкiв. Спiльною рисою
даних робiт є те, що коефiцiєнти рiвняння задовольняють глобальну умову
Лiпшиця, саме це дозволяє для встановлення iснування та єдиностi розв’язку
початкової задачi застосувати принцип стискаючих вiдображень. Однак у
застосуваннях глобальна умова Лiпшиця далеко не завжди виконана. Останнє
змусило дослiдникiв шукати новi пiдходи до вивчення питання iснування
розв’язкiв.

Данi пiдходи були розвинутi у роботах [77] (2015), [10] (2016), [66] (2018), [76]
та iнших, де вивченi питання iснування слабких та сильних розв’язкiв таких рiв-
нянь. Тут автори обмежились виконанням лише локальної умови Лiпшиця. При
цьому використовувались або пiдходи монотонностi, що дало змогу встановити
i єдинiсть розв’язку, або пiдходи компактностi iз використанням гальоркiнських
апроксимацiй i апрiорних оцiнок на зрiзаних рiвнянь. Однак, тодi вдається
встановити лише iснування слабкого розв’язку початкової задачi, що звичайно
є природним, оскiльки дана ситуацiя спостерiгається i в класичних випадках
для детермiнованих рiвнянь (див, напр. [35])лось встановити дослiджувались
Слiд зазначити, що у даних роботах автори вiдмовляються вiд глобальної умови
Лiпшиця

Результатiв щодо стохастичних диференцiальних рiвнянь нейтрального
типу в нескiнченновимiрному просторi, тобто рiвнянь вигляду

𝑑 (𝑋 (𝑡) −𝐺 (𝑡, 𝑋𝑡 )) = (𝐴𝑋 (𝑡) + 𝐹 (𝑡, 𝑋𝑡 )) + Σ(𝑡, 𝑋𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡),

коефiцiєнти яких є операторами зi значеннями в нескiнченновимiрних просто-
рах, вiдомо менше. Основна увага у них придiлялась iснуванню та керованостi
такими рiвняннями.З цiєї тематики вiдзначимо роботи [81](2008), [93] (2019), [58]
(2019), [1], [2] (2009,2010), [68] (2009), [52] (2011), [78] (2018) та iншi.

Окреме коло питань складають результати про iснування iнварiантних
мiр для рiвнянь у гiльбертових просторах. Основнi результати тут стосуються
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розгляду наступного рiвняння у гiльбертовому просторi

𝑑𝑋 (𝑡) = (𝐴𝑋 + 𝐹 (𝑋 ))𝑑𝑡 + 𝐵(𝑋 )𝑑𝑊 (𝑡), (1.1)

тут𝐴 взагалi кажучи, необмеженийлiнiйнийоператор,𝑊 (𝑡)–нескiнченновимiрний
процес Вiнера.

У скiнченновимiрному випадку добре вiдомий результат Хасьмiнського [59]
про iснування iнварiантних мiр, а саме, якщо рiвняння (1.1) має обмежений у
середньому (по часу) за ймовiрнiстю розв’язок, то для нього iснує iнварiантна
мiра. Однак, у нескiнченновимiрному твипадку ситуацiя iнша. У 1993 роцi
I.Vrkoc привiв приклад рiвняння

𝑑𝑋 (𝑡) = 𝐹 (𝑋 (𝑡))

iз лiпшицевою правою частиною,всi розв’язки якого прямують до нуля, але нуль
не є його розв’язком, а вiдтак i не iснує iнварiантної мiри. Однак, для рiвнянь ти-
пу (1.1), за умови компактностi напiвгрупи операторiв, породженої оператором
𝐴, як її генератором iз iснування обмеженого розв’язку вже випливає iснування
iнварiантної мiри. Доведення даного факту базується на так званому пiдходi ком-
пактностi, в основi якого лежить знаменита теорема Крилова-Боголюбова [62]
(1937) про iснування iнварiантної мiри для абстрактної марковської динамiчної
системи. Перший результат у цьому напрямку, для абстрактного еволюцiйного
рiвняння опублiковано в [31]. В подальшому теорiя iснування iнварiантних
мiр та пов’язане з ним питання ергодичностi зазнали суттєвого розвитку. Слiд
зазначити, що достатнiми умовами iснування iнварiантних мiр, окрiм компа-
ктностi напiгрупи обмежених операторiв є умова марковостi сiм’ї розвязкiв,
її фелеровiсть i що саме головне, iснування обмеженого на пiвосi у певному
ймовiрнiсному сенсi розв’язку. Останню умову у конкретних рiвняннях досить
складно перевiрити. Тому значна увага дослiдникiв придiлялась отриманню
коефiцiєнтних умов iснування таких мiр для конкретних виглядiв еволюцiйних
рiвнянь. Дослiдженi також умови єдиностi таких мiр, їх абсолютна неперервнiсть
та збiжнiсть до такої мiри у метриках Вассерштейна. Iз цього приводу вiдзначи-
мо роботи Z. Brzezniak i D. Gatarek [37] (1999), B. Goldys i B. Maslowski [38] (2001), B.
Maslowski й J. Seidler [71](1999), Chow [25] (2007) було знайдено умови iснування
iнварiантної мiри для випадку стохастичного диференцiального рiвняння типу
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реакцiї-дифузiї в обмеженiй областi, тобто для оператора 𝐴 = Δ. Рiвняння в
необмеженiй областi дослiджувалося в роботах S. Assing i R. Manthey . [3] (2003),
G. Da Prato й J. Zabczyk [28] (1996), J.-P. Eckmann i M. Hairer [33] (2001), A. N.
Stanzhytskyi i спiвавторiв [92] (2018), [91] (2016), G. Tessitore й J. Zabczyk [96]
(1999). Iнварiантнi мiри для початково-крайових задач iз крайовими умовами
Дiрiхле для стохастичних диференцiальних рiвнянь реакцiї-дифузiї вивчались в
роботах C. Cerrai [21] (2006), [19] (2001), [20] (2003). Вiдзначимо також грунтовну
монографiю G. Da Prato й J. Zabczyk [30] (1992), де проведено детальний виклад
цiєї теорiї.

Слiд зауважити, що пiдхiд компактностi не завжди є ефективним, зокрема
тодi, коли головний диференцiальний оператор не є генератором компактної
напiгрупи. У цому випадку можна застосувати так званий «couplingmethod», або
асимптотичний «coupling method», що базується на з’ясуваннi умов, коли два
розв’язки, якi стартують iз рiзних початкових даних склеюються пiсля певного
випадкового моменту часу. Його застосування до дослiдження iнварiанттнихмiр
розвинуто в роботах V. I. Bogachev iM. Rockner [8](2001), M. Hairer i спiвавторiв [42]
(2011), M. Hairer . [69] (2002) ,J. Yang i T. Zhang [104](2012), J. Yang i спiвавторiв [105]
(2014) та iнших авторiв.

Питання iснування iнварiантних мiр для стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь на теперiшнiй момент вивчене порiвняно мало. Поча-
ток таких дослiджень поклала робота A. Chojnowska-Michalik [24], де вивчались
iнварiантнi мiри для для таких пiвнянь у скiнченновимiрному випадку. Автор
вихiдне рiвняння переписує у абстрактному виглядi (1.1) i застосовує пiдхiд ком-
пактностi. В роботах M. Scheutzow [26] (2013), M. Scheutzow та O. Butkovsky [84]
(2017) у скiнченновимiрному випадку автори застосовують пiдхiд «coupling
method», причому достатнi умови каплiнгу данi у термiнах функцiй Ляпунова.
Стосовно нескiнченновимiрного випадку вiдзначимо роботу [49] (2023), де при-
веденi коефiцiєнтнi умови иiснування iнварiантних мiр у рiвняннях iз головним
елiпличним оператором, як у обмежених так i необмежених областях. Наскiль-
ки нам вiдомо, результатiв iз iснування iнварiантних мiр для стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу немає.

Окреме коло питань розгляду у роботi присвячене спареним стохастичним
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функцiонально-лиференцiальним рiвнянням вигляду
𝑑𝑢 (𝑡) = [𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑡, 𝑡 ≥ 0,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], ℎ > 0.

(1.2)

Тут𝑢𝑡 = 𝑢 (𝑡 +𝜃 ),𝑦𝑡 = 𝑦 (𝑡 +𝜃 ), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0],𝐴 є генератором аналiтичної напiвгрупи
обмежених лiнiйних операторiв {𝑆 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} у сепарабельному гiльбертовому
просторi 𝐻 ,𝑊 (𝑡) є 𝑄-вiнерiвським процесом у сепарабельному гiльбертовому
просторi 𝐾 , 𝑢 (𝑡) є простором станiв, функцiонали 𝑓 i 𝑔 є вiдображеннями iз
простору неперервних на [−ℎ, 0] в 𝐻 , 𝜎 є вiдображенням у простiр операторiв
Гiльберта-Шмiдта, 𝜙,𝜓 : [−ℎ, 0] → 𝐻 є початковою функцiєю.

Спаренi стохастичнi рiвняння типу (1.2) з’являються у рiзного типу застосу-
ваннях; наприклад, бiдоменне рiвняння (модель серцевого дифебрилятора) [12],
модель Ходжкiна-Хакслi для нервових аксонiв, рiвняння димiкики ядерного
реактора та iншi. Характерною особливiстю таких рiвнянь є те, що одне iз них
є рiвнянням у частинних похiдних (нескiнченновимiрний об’єкт), а iнше є
звичайним диференцiальним рiвнянням (скiнченновимiрний об’єкт). Нелiнiйнi
члени у таких рiвняннях, як правило, не задовольняють умову Лiпшиця, що
значно ускладнює доведення теорем типу iснування та єдиностi. Яскравим
прикладом спарених рiвнянь є бiдоменне рiвняння. Класичне бiдоменне рiвня-
ння виникакло в рiзних математичних моделях для описання розповсюдження
iмпульсiв в електрофiзiологiї. Цi моделi мають довгу традицiю, стартувавши
iз вiдомої, вже згадуваної моделi Ходжкiна-Хакслi (1950). Бiдоменне рiвняння
детально описане у монографiї [56]. Ця система має вигляд

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) − ∇ · (𝑎𝑖∇𝑢𝑖) = 𝐼𝑖 in (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) + ∇ · (𝑎𝑒∇𝑢𝑒) = −𝐼𝑒, in (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑤 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0 in (0,∞) ×𝑄,

𝑢𝑖 − 𝑢𝑒 = 𝑢, in (0,∞) ×𝑄,

(1.3)

iз крайовими умовами

𝑎𝑖∇𝑢𝑖 · 𝜈 = 0, 𝑎𝑙∇𝑢𝑙 · 𝜈 = 0 on (0,∞) ×𝑄,

i початковими даними 𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.
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Функцiї 𝐼𝑖 i 𝐼𝑒 описують внутрiшнi i зовнiшнi поточнi стимулятори вiдповiдно.
Класичними найпоширенiшими нелiнiйностями тут є наступнi:

нелiнiйнiсть Алена Кана 
𝑓 (𝑢) = 𝑢3 − 𝑢,

𝑔(𝑢) = 0,
(1.4)

та Фiтц-Хю-Нагумо 
𝑓 (𝑢,𝑤) = 𝑢 (𝑢 − 𝑎) (𝑢 − 1) +𝑤,

𝑔(𝑢,𝑤) = 𝑏𝑤 − 𝑐𝑢,
(1.5)

де 0 < 𝑎 < 1, i 𝑏, 𝑐 > 0 сталi.
В [12] (2009) введеннямспецiальногонелокального iнтегро-диференцiального

оператора

𝐴𝑢 = −∇(𝜎𝑖∇𝑢) + ∇(𝜎𝑖∇({∇ · (𝜎𝑖 + 𝜎𝑙 )∇}−1(∇ · 𝜎𝑖∇𝑢))),

який назвали бiдоменним, систему (1.3) переписали у абстрактнiй формi
𝜕𝑢𝑡 + 𝑓 (𝑢,𝑤) +𝐴𝑢 = 𝑠,

𝜕𝑤𝑡 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0,

𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.

(1.6)

Для (4.41), там же отриманi умови iснування глобальних слабких та локальних
сильних розв’язкiв. У [48] (2018) за допомогою технiки максимальної регу-
лярностi iз використанням теорем типу Сiррiна, отримано умови iснування
глобальних сильних розв’язкiв. В роботi [47](2020), розглянуто бiдоменне рiвня-
ння, збурене випадковми силами типу𝑄− вiнерiвського процесу. Там отримано
умови iснування глобальних слабких i локальних сильних розв’язкiв, а також
отриманi умови iснування iнварiантнихмiр. Данi дослiдженняпродовжено у [55]
(2022), де отримано принцип великих вiдхилень, дослiджено носiй iнварiантної
мiри та їїх поведiнка при малих випадкових збуреннях.

Стохастичнi функцiонально-диференцiальнi рiвняння такого типу ранiше
не вивчались.
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1.1 Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi дисертацiйного дослiдження зроблено огляд наукової лi-
тератури за тематикою роботи. А саме, висвiтлено результати iнших авторiв i
зроблено порiвняльний аналiз iз результатами дисертацiйного дослiдження
щодо спорiднених задач. Iз наведених вiдомостей можна дiйти наступних
висновкiв: 1) стохастичнi функцiонально-диференцiальнi еволюцiйнi рiвняння
як звичайного так i нейтрального типiв є цiкавими i актульними для вивчення;

2) недостатньо вивченими є питання iснування iнварiантних мiр для стоха-
стичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального типу;

3) представляє iнтерес отримання коефiцiєнтних умов коректної розв’язностi
та iснування iнварiантних мiр для такого типу рiвнянь у частинних похiдних,
що моделюють реальнi процеси природознавства;

4) зовсiм не вивченi стохастичнi спаренi функцiонально-диференцiальнi
рiвняння.



Роздiл 2

Попереднi вiдомостi

У цьому роздiлi ми приведемо деякi необхiднi у подальшому означення i
твердження. Результати тут викладенi, мiстяться у [28], [30].

2.1 Марковськi напiвгрупи i iнварiантнi мiри

Нехай 𝐸 польський простiр з метрикою 𝜌 i для кожного 𝑥0 ∈ 𝐸, 𝛿 > 0, 𝐵(𝑥0, 𝛿)
- куля радiуса 𝛿 iз центром в 𝑥0

𝐵(𝑥0, 𝛿) = {𝑥 ∈ 𝐸𝜌 (𝑥, 𝑥0) < 𝛿}

Позначимо також через Θ = 𝐵(𝐸) - борелiвську 𝜎 алгебру пiдмножин iз 𝐸 i
для кожної множини Γ ∈ Θ через 𝜒Γ позначимо характеристичну функцiю цiєї
множини

𝜒Γ (𝑥) =
{

1, 𝑥 ∈ Γ;
0, 𝑥 ∈ 𝐸 \ Γ.

Нехай 𝐵𝑏 (𝐸) (вiдповiдно 𝐶𝐵 (𝐸)) множини всiх дiйсних обмежених борелiв-
ських функцiй (вiдповiдно неперервних обмежених функцiй на 𝐸), а 𝑀 (𝐸)
множина всiх ймовiрнiсних мiр, визначених на вимiрному просторi (𝐸,Θ).

Скажемо, що 𝑃𝑡 (𝑥, Γ), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐸, Γ ∈ Θ є марковською перехiдною функцiєю
(коротко перехiдною функцiєю) на 𝐸 якщо :

1. 𝑃𝑡 (𝑥, •) є ймовiрнiсною мiрою на (𝐸,Θ) для всiх 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐸;
2. 𝑃𝑡 (•, Γ) є Θ - вимiрною функцiєю для 𝑡 ≥ 0, Γ ∈ Θ;
3. 𝑃𝑡+𝑠 (𝑥, Γ) =

∫
𝐸
𝑃𝑡 (𝑥, 𝑑𝑦)𝑃𝑠 (𝑦, Γ) для всiх 𝑡, 𝑠 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐸, Γ ∈ Θ.
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4. 𝑃0(𝑥, Γ) = 𝜒Γ (𝑥), для всiх 𝑥 ∈ 𝐸, Γ ∈ Θ.

Будь-яка перехiдна функцiя 𝑃𝑡 (𝑥, Γ), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐸, Γ ∈ Θ. визначає напiгрупу
лiнiйних операторiв 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 на просторi 𝐵𝑏 (𝐸) формулою

𝑃𝑡𝜑 (𝑥) =
∫
𝐸

𝑃𝑡 (𝑥, 𝑑𝑦)𝜑 (𝑦), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐸, 𝜑 ∈ 𝐵𝑏 (𝐸)

У цьому випадку 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 називається марковською перехiдною напiвгрупою,
асоцiйованою iз перехiдною функцiєю 𝑃𝑡 (𝑥, Γ). Надалi її коротко називатимемо
марковською напiвгрупою або перехiдною напiгрупою. Дана напiвгрупа дiє на
обмеженi функцiї.

Введемо також спряжену напiвгрупу 𝑃∗𝑡 що дiє на ймовiрнiснi мiри, а саме
для кожного 𝑡 ≥ 0 i мiри 𝜇 ∈ 𝑀 (𝐸) покладемо

𝑃∗𝑡 𝜇 (Γ) =
∫
𝐸

𝑃𝑡 (𝑥, Γ)𝜇 (𝑑𝑥).

Назва спряжена пояснюється наступними мiркуваннями.
Якщо для кожної 𝜑 ∈ 𝐵𝑏 (𝐸) i кожної 𝜇 ∈ 𝑀 (𝐸) покласти

⟨𝜑, 𝜇⟩ =
∫
𝐸

𝜑 (𝑥)𝜇 (𝑑𝑥),

то з використанням теореми Фубiнi легко бачити, що

⟨𝑃𝑡𝜑, 𝜇⟩ = ⟨𝜑, 𝑃∗𝑡 𝜇⟩

Ймовiрiсна мiра 𝜇 ∈ 𝑀 (𝐸) називається iнварiантною вiдносно 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 якщо

𝑃∗𝑡 𝜇 = 𝜇, для 𝑡 ≥ 0

Знову, використавши теорему Фубiнi легко бачити, що означення iнварiан-
тностi еквiвалентне наступнiй рiвностi∫

𝐸

𝑃𝑡𝜑 (𝑥)𝜇 (𝑑𝑥) =
∫
𝐸

𝜑 (𝑥)𝜇 (𝑑𝑥), 𝑡 ≥ 0, 𝜑 ∈ 𝐵𝑏 (𝐸)

Марковська напiгрупа 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 називається стохастично неперервною якщо
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lim
𝑡→0

𝑃𝑡 (𝑥, 𝐵(𝑥, 𝛿)) = 1, для 𝑥 ∈ 𝐸, 𝛿 > 0.

Якщо 𝑃𝑡 є стохастично неперервною марковською напiвгрупою, тодi для
кожного 𝑥 ∈ 𝐸 i 𝑇 > 0 формула

1
𝑇

𝑇∫
0

𝑃𝑡 (𝑥, Γ)𝑑𝑡 = 𝑅𝑇 (𝑥, Γ), Γ ∈ Θ (2.1)

визначає ймовiрнiсну мiру. Для кожної мiри 𝜈 ∈ 𝑀 (𝐸), мiра 𝑅∗
𝑇
𝜈 визначається

очевиним чином:

𝑅∗𝑇𝜈 (Γ) =
∫
𝐸

𝑅𝑇 (𝑥, Γ)𝜈 (𝑑𝑥), Γ ∈ Θ. (2.2)

Зрозумiло, що для кожнох функцiї 𝜑 ∈ 𝐵𝑏 (𝐸) рiвнiсть (3.4) можна переписати у
виглядi

⟨𝜑, 𝑅∗𝑇𝜈⟩ =
1
𝑇

𝑇∫
0

⟨𝜑, 𝑃∗𝑇𝜈⟩𝑑𝑡 .

В цьому сенсi ми пишемо

𝑅∗𝑇𝜈 =
1
𝑇

𝑇∫
0

⟨𝜑, 𝑃∗𝑇𝜈𝑑𝑡 .

Стохастично неперервна марковська напiвгрупа 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 називається фелле-
ровською, якщо для довiльної 𝜑 ∈ 𝐶𝑏 (𝐸) i 𝑡 ≥ 0, 𝑃𝑡𝜑 ∈ 𝐶𝑏 (𝐸).

Основним результатом вiдносно iснування iнварiантної мiри є знаменита
теорема Крилова-Боголююбова [62]

Теорема 2.1. Нехай 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 є феллеровською напiгрупа. Тодi якщо для деякої

мiри 𝜈 ∈ 𝑀 (𝐸) i деякої послiдовностi 𝑇𝑛 → ∞, 𝑅∗
𝑇𝑛
𝜈 → 𝜇 слабко, 𝑛 → ∞ тo 𝜇 є

iнварiантною мiрою для 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0.

Нагадаємо,щопослiдовнiстьмiр {𝜇𝑛} на (𝐸, 𝐵(𝐸)) називається слабко збiжною
до мiри 𝜇 якщо для кожної функцiї 𝜑 ∈ 𝐶𝑏 (𝐸) маємо
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lim
𝑛→∞

∫
𝐸

𝜑 (𝑥)𝜇𝑛 (𝑑𝑥) =
∫
𝐸

𝜑 (𝑥)𝜇 (𝑑𝑥)

Зрозумiло, що кожна послiдовнiсть {𝜇𝑛} може мати лише одну слабку
границю.

Множина Λ ймовiрнiсних мiр на (𝐸,Θ) називається щiльною, якщо для
довiльного 𝜀 > 0 iснує компакт 𝐾𝜀 ⊂ 𝐸 такий, що

𝜇 (𝐸𝜀) ≥ 1 − 𝜀, для кожної 𝜇 ∈ Λ.

Сiм’я мiр Λ називається компактною, якщо довiльна послiдовнiсть {𝜇𝑛} еле-
ментiв iз Λ мiстить слабко збiжну до мiри 𝜇 ∈ Λ пiдпослiдовнiсть. Справедлива
наступна теорема Прохорова.

Теорема 2.2. Множина ймовiрнiсних мiр Λ є компактною тодi i тiльки тодi, коли

вона щiльна.

З даної теореми i теореми Крилова-Боголюбова випливає наступне зауваже-
ння.
Зауваження 2.1. Якщо для деякої мiри 𝜈 ∈ 𝑀 (𝐸) i деякої послiдовностi 𝑇𝑛 → ∞
послiдовнiсть мiр {𝑅∗

𝑇𝑛
𝜈} є щiльною, то iснує iнварiантна мiра для 𝑃𝑡 .

2.2 Ядернi оператори i оператори
Гiльберта-Шмiдта

Нехай 𝐸 i 𝐺 банаховi простори i 𝐿(𝐸,𝐺) - банахiв простiр всiх лiнiйних
обмежених операторiв з 𝐸 в 𝐺 iз звичайною операторноою нормою. Позначимо
𝐸∗ i 𝐺∗ спряженi до 𝐸 i 𝐺 вiдповiдно простори.

Елемент 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸,𝐺) називається ядерним оператором якщо iснують двi
послiдовностi {𝑎𝑖} ∈ 𝐺, {𝜑𝑖} ⊂ 𝐸∗ такi, що

∞∑︁
𝑖=1

∥𝑎𝑖 ∥∥𝜑𝑖 ∥ < ∞

i 𝑇 має вигляд
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𝑇𝑥 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜑𝑖 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐸.

Простiр всiх ядерних операторiв iз 𝐸 в 𝐺 надiлений нормою

∥𝑇 ∥1 = inf{
∞∑︁
𝑖=1

∥𝑎𝑖 ∥∥𝜑𝑖 ∥ : 𝑇𝑥} =
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜑𝑖 (𝑥)},

є банаховим простором i позначається 𝐿1(𝐸,𝐺) . Якщо 𝐸 = 𝐺 то його познача-
ють 𝐿1(𝐸).

Якщо 𝐾 iнший банахiв простiр, то зрозумiло, що за умови 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸𝐺) i
𝑆 ∈ 𝐿(𝐺,𝐾) матимемо 𝑇𝑆 ∈ 𝐿1(𝐸, 𝐾) i ∥𝑇𝑆 ∥1 ≤ ∥𝑇 ∥ · ∥𝑆 ∥

Нехай тепер 𝐻 є сепарабельним простором Гiльберта, а {𝑒𝑘} – повна орто-
нормована система в 𝐻 . Якщо 𝑇 ∈ 𝐿1(𝐻 ) то визначимо слiд 𝑇 :

𝑇𝑟𝑇 =

∞∑︁
𝑖=1

(𝑇𝑒𝑖, 𝑒𝑖),

де (·, ·) - скалярний добуток в 𝐻 .

Твердження 2.1. Якщо 𝑇 ∈ 𝐿1(𝐻 ) то 𝑇𝑟𝑇 коректно визначений i не залежить вiд

вибору ортонормованого базису {𝑒𝑖}.

Твердження 2.2. Невiд’ємний оператор 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻 ) є ядерним тодi i тiльки тодi,

якщо для довiльного ортонормованого базису {𝑒𝑖} в 𝐻 виконана умова

∞∑︁
𝑖=1

(𝑇𝑒𝑖, 𝑒𝑖) < ∞.

При цьому 𝑇𝑟𝑇 = ∥𝑇 ∥1.

Нехай 𝐸 i 𝐹 два сепарабельних простори Гiльберта з вiдповiдними ортонор-
маваними базисами {𝑒𝑖} ⊂ 𝐻 i {𝑓𝑘} ⊂ 𝐹 .

Лiнiйний обмежений оператор 𝑇 : 𝐻 → 𝐹 називається оператором Гiльберта-
Шмiдта якщо

∞∑︁
𝑘=𝑖

∥𝑇𝑒𝑘 ∥2 < ∞.

При цьому число ∥𝑇 ∥2 = (∑∞
𝑘=𝑖

∥𝑇𝑒𝑘 ∥2) 1
2 не залежить вiд вибору базису i

називається нормою Гiльтерта-Шмiдта оператора 𝑇 .
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Множину всiх операторiв Гiльтерта-Шмiдта при цьому позначають ℑ2(𝐸, 𝑃).
Неважко бачити, що даний простiр є сепарабельним, гiльбертовим простором
зi скалярним добутком

(𝑆,𝑇 )2 =
∑︁
𝑘=1

∞(𝑆𝑒𝑘,𝑇𝑒𝑘).

Твердження 2.3. Нехай 𝐸, 𝐹 i 𝐺 - сепарабельнi простори Гiльтерта. Якщо

𝑇 ∈ 𝐿2(𝐸, 𝐹 ), а 𝑆 ∈ 𝐿2(𝐹,𝐺) то 𝑆𝑇 ∈ 𝐿1(𝐸,𝐺)

∥𝑆𝑇 ∥1 ≤ ∥𝑆 ∥2 · ∥𝑇 ∥2.

2.3 Нескiнченновимiрний процес Вiнера i
стохатичний iнтеграл

Нехай (Ω, 𝑍, 𝑃) - ймовiрнiсний прострi i задано нормальну фiльтрацiю {𝐹𝑡 },
𝑡 ≥ 0.

Позначимо через𝑈 i 𝐻 два сепарабельних гiльбертових простори i розгляне-
мо симетричний, невiд’ємний оператор 𝑄 ∈ 𝐿(𝑈 ), де 𝐿(𝑈 ) - множина лiнiйних,
обмежених операторiв iз𝑈 в𝑈 . Припустимо також, що 𝑇𝑟𝑄 < ∞.

Тодi iснує повна ортонормована система {𝑒𝑘} в𝑈 i послiдовнiсть невiд’ємних
чисел 𝜆𝑘 така, що

𝑄𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ... i

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 < ∞.

Позначимо𝑈0 = 𝑄
1
2 (𝑈 ).

Випадковий процес𝑊 (𝑡) називається 𝑄 - вiнеровським процесом в𝑈 𝑡 ≥ 0.
якщо вiн допускає представлення

𝑊 (𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

√︁
𝜆𝑖𝑒𝑖𝛽𝑖 (𝑡),

де 𝛽𝑖 (𝑡) стандатнi, скалярнi процеси Вiнера, незалежнi у сукупностi.
Стохастичний iнтеграл в 𝐻 а саме

∫ 𝑡
0 Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) вводиться наступним чином.

Нехай 𝑇 < ∞ фiксоване.



49

Припустимо, що𝑊 (𝑡) задовольняє умови:

1. 𝑊 (𝑡) ∈ 𝐹𝑡вимiрним при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ];
2. 𝑊 (𝑡 + ℎ) −𝑊 (𝑡)незалежить вiд𝐹𝑡 , для∀ℎ ≥ 0, ∀𝑡 ≥ 0.

𝐿(𝑈 ,𝐻 ) значнийпроцес𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] називаєтсья елементарним, якщо iснує
скiнченна послiдовнiсть 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘 = 𝑇 i послiдовнiсть 𝜙0, 𝜙1, ..., 𝜙𝑘−1

𝐿(𝑈 ,𝐻 ) значних випадкових величин таких, що 𝜙𝑘 ∈ 𝐹𝑡𝑘 - вимiрний i
𝜙 (𝑡) = 𝜙𝑖, для 𝑡 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1.
Для елементарного процесу Φ стохастичний iнтеграл визначаєтсья насту-

пним чином

𝑡∫
0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) =
𝑘−1∑︁
𝑖=0

Φ𝑖 (𝑊 (𝑡𝑖+1 −𝑊 (𝑡𝑖)) .

Для конструкцiї стохастичного iнтеграла вiд бiльш загальних процесiв
важливу роль вiдiграє простiр операторiв Гiльберта-Шмiдта 𝐿2(𝑈0, 𝐻 ) = 𝐿0

2 .

Нехай Φ(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] є вимiрним 𝐿2(𝑈0, 𝐻 ) значним процесом. Для нього
визначається норма

∥|Φ∥|𝑡 = (𝐸
𝑡∫

0

∥Φ(𝑆)∥2
2𝑑𝑠)

1
2 = 𝐸 (

𝑡∫
0

𝑇𝑟 ((Φ(𝑠)𝑄 1
2 ) (Φ(𝑠)𝑄 1

2 )∗)𝑑𝑠) 1
2 .

Легко бачити, що для елементарного процесу Φ такого, що ∥|Φ∥|𝑇 < ∞,

𝐸∥
𝑡∫

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)∥ = ∥|Φ∥|2𝑡 . (2.3)

Позначимо 𝑀2
𝑊
(𝑂,𝑇 ;𝐿0

2) простiр всiх 𝐿0
2 значних, вимiрних,𝐹𝑡 - вимiрних

процесiв Φ таких, що ∥|Φ∥𝑇 < ∞.
Можна показати, що множина елементарних процесiв є всюди щiльною в

𝑀2
𝑊
(𝑂,𝑇 ;𝐿0

2).
Тодi, з використанням (2.3) (iзмоорфiзм Iто) стохастичний iнтеграл для

процесiв iз𝑀2
𝑊
(𝑂,𝑇 ;𝐿0

2) визначається як границя за ймовiрнiстю стохастичних
iнтегралiв вiд елементарних процесiв.

Для процесiв, що задовольняються слабкiшу умову
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𝑃{
𝑇∫
0

∥Φ(𝑠)∥2
𝐿0

2
𝑑𝑠 < ∞} = 1

стохастичний iнтеграл будується методом локалiзацiї.

2.4 Напiвгрупи обмежених операторiв,
генератори та дробовi степенi операторiв

Нехай на 𝐸 задано еволюцiйне рiвняння вигляду{
𝑑𝑢 (𝑡)
𝑑𝑡

= 𝐴𝑢 (𝑡), 𝑡 ≥ 0
𝑢 (0) = 𝑢0,

(2.4)

де 𝑢′(𝑡) =
𝑑𝑢 (𝑡)
𝑑𝑡

- означає сильну похiдну, 𝐴 лiнiйний, взагалi кажучи, не-
обмежений оператор 𝐴 : 𝐸 → 𝐸 iз щiльною в 𝐸 областю визначення 𝐷 (𝐴).
Припустимо, що задача Кошi (2.4) має єдиний розв’язок для всiх початкоих
даних 𝑢0 ∈ 𝐸, який неперервно вiд них залежить. Позначимо його 𝑢 (𝑡,𝑢0) .

Очевидно тодi що 𝑢 (𝑡,𝑢0) породжує сiм’ю лiнiйних неперервних операторiв
𝑆 (𝑡) : 𝐸 → 𝐸, 𝑡 ≥ 0 формулою 𝑆 (𝑡)𝑢0 = 𝑢 (𝑡,𝑢0).

Дана напiвгрупа має властивостi:

1. 𝑆 (0) = 𝐸 - тотожнiй оператор
2. 𝑆 (𝑡 + 𝑠) = 𝑆 (𝑡)𝑆 (𝑠), для всiх 𝑡, 𝑠 ≥ 0 напiвгрупова властивiсть;
3. lim𝑡↓0 𝑆 (𝑡)𝑢 = 𝑢, для всiх 𝑢 ∈ 𝐸.

Взагалi, довiльна сiм’я {𝑆 (𝑡)}𝑡≥0 лiнiйних обмежених операторiв iз 𝐸 в 𝐸,
що задовольняє умови 1-3 називається напiгрупою класу 𝐶0 або коротко 𝐶0 -
напiвгрупою.

Iнфiнiтеземальним генератором (або просто генератором) 𝐶0 - напiвгрупи
𝑆 (𝑡) називаєтоься лiнiйних оператор, визначений наступним чином

𝐷 (𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐸 : ∃ lim
𝑡→0+

𝑆 (𝑡)𝑢 − 𝑢
𝑡

}

i
𝐴𝑥 = lim

𝑡→0+

𝑆 (𝑡)𝑢 − 𝑢
𝑡

=
𝑑+(𝑆 (𝑡)𝑢)

𝑑𝑡
|𝑡=0, для 𝑢 ∈ 𝐷 (𝐴).
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Неважко довести, що 𝐷 (𝐴) є щiльною в 𝐸, а 𝐴 є замкненим оператором. При
цьому мають мiсце наступнi властивостi. Якщо 𝑢 ∈ 𝐷 (𝐴) то

1. 𝑆 (𝑡)𝑢 ∈ 𝐷 (𝐴), для всiх 𝑡 ≥ 0;
2. 𝐴𝑆 (𝑡)𝑢 = 𝑆 (𝑡)𝐴𝑢, 𝑡 ≥ 0;
3. вiдображення 𝑡 → 𝑆 (𝑡)𝑢 є диференцiйовним при 𝑡 > 0 i 𝑑

𝑑𝑢
(𝑆 (𝑡)𝑢) =

𝐴𝑆 (𝑡)𝑢, 𝑡 > 0

Порiвнюючи властивостi розв’язку задачi Кошi (2.4) i з даними властивостя-
ми доходимо висновку, що iснування 𝐶0 - напiвгрупи 𝑆 (𝑡) iз генератором 𝐴

рiвносильне коректнiй розв’язаностi вiдповiної задачi Кошi (2.4).
𝐶0 - напiвгрупа 𝑆 (𝑡) називається компактною при 𝑡 > 𝑡0 якщо при всiх 𝑡 > 𝑡0

𝑆 (𝑡) є компактним оператором. Iз напiвгрупової властивостi та властивостей
компактних операторiв випливає, що якщо 𝑆 (𝑡0) є компактниим оператором
(𝑡0 > 0)), то тодi 𝑆 (𝑡) є компатним для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0.

Якщо 𝑆 (𝑡) є компактною напiвгрупою при 𝑡 > 𝑡0 то 𝑆 (𝑡) є неперервною у
рiвномiрнiй операторнiй топологiї при 𝑡 > 𝑡0.

𝐶0 - напiгрупа 𝑆 (𝑡) називається диференцiйовною при 𝑡 > 𝑡0 якщо для всiх
𝑢 ∈ 𝐸 вiдображення 𝑡 → 𝑆 (𝑡)𝑢 є диференцiйовним у сильному сенсi при 𝑡 > 𝑡0.

Якщо дане вiдображення є дiйсною аналiтичною функцiєю, то вiдповiдну
напiвгрупу назвемо аналiтичною.

Оператор 𝐴 назвемо секторiальним, якщо −𝐴 є генератором аналiтичної
напiвгрупи. Це означення еквiвалентне тому, що спектр оператора 𝐴 лежить у
деякому секторi.

Для секторiального оператора вводиться поняття його дробової степенi, а
саме для довiльного 𝛼 > 0 покладемо

𝐴−𝛼 =
1

Γ(𝛼)

∞∫
0

𝑡𝛼−1𝑒−𝐴𝑡𝑑𝑡,

де через 𝑒−𝐴𝑡 позначена 𝐶0 - напiгрупа 𝑆 (𝑡) iз генератором −𝐴. Можна довести,
що у випадку 𝑅𝑒 (𝜎 (𝐴)) > 0 оператор 𝐴−𝛼 є обмеженим лiнiйним оператором,
що взаємно-однозначно вiдображеє 𝐸 на 𝐸. Обернений до цього оператора
позначимо 𝐴𝛼 , який i називається дробовим степенем оператора 𝐴. При цьому
𝐴𝛼 є замкнутим, щiльно визначеним оператором. Якщо 𝛼 ≥ 𝛽, то𝐷 (𝐴𝛼) ⊂ 𝐷 (𝐴𝛽)
i 𝐴𝛼𝐴𝛽 = 𝐴𝛽𝐴𝛼 = 𝐴𝛼+𝛽 на множинi 𝐷 (𝐴𝛼) де 𝑗 = max{𝛼, 𝛽, 𝛼 + 𝛽}.



Роздiл 3

Стохастичнi
функцiонально-диференцiальниi
рiвняння нейтрального типу в
гiльбертових просторах

Розглядається стохастичне функцiонально-диференцiальне рiвняння ней-
трального типу у формi

𝑑 [𝑢 (𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡 )] = [𝐴𝑢 + 𝑓 (𝑢𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑢𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡) for 𝑡 > 0; (3.1)
𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0), ℎ > 0.

Тут 𝐴 iнфiнiтезимальний генератор 𝐶0 напiвгрупи {𝑆 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} обмежених
лiнiйних операторiв у дiйсному сепарабельному просторi Гiльберта 𝐻 . Випад-
ковий шум𝑊 (𝑡) є 𝑄-вiнеровським випадковим процесом у сепарабельному
гiльбертовому просторi 𝐾 . Для ℎ > 0 позначимо через𝐶ℎ := 𝐶 ( [−ℎ, 0], 𝐻 ) простiр
неперервних 𝐻 -значних функцiй 𝜑 : [−ℎ, 0] → 𝐻 , з нормою

∥𝜑 ∥𝐶ℎ := sup
𝑡∈[−ℎ,0]

∥𝜑 (𝑡)∥𝐻 ,

де ∥ · ∥𝐻 означає норму в 𝐻 . У цьому роздiлi, ∥ · ∥𝐻 буде позначатися ∥ · ∥ для
зручностi. Розв’язок 𝑢 (𝑡) of (3.1) iнколи називають процесом станiв. Ми також
позначимо𝑢𝑡 := 𝑢 (𝑡 +𝜃 ), де 𝜃 ∈ [−ℎ, 0). Функцiонали 𝑓 i𝑔 є вiдображеннями з𝐶ℎ в
𝐻 , i 𝜎 : 𝐶ℎ → L0

2 , де L0
2 = L(𝑄1/2𝐾,𝐻 ) є простором операторiв Гiльберта-Шмiдта

з𝑄1/2𝐾 в 𝐻 . Наостанок, 𝜑 : [−ℎ, 0] × Ω → 𝐻 є початковими даними (початковою
функцiєю), де (Ω, F , 𝑃) повний ймовiрнiсний простiр.
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Даний роздiл побудований таким чином. У пiдроздiлi 3.1 дається строга
постановка задачi та приведенi деякi, необхiднi в подальшому, допомiжнi
твердження. У пiдроздiлi 3.2 доводиться снування, єдинiсть та неперервна зале-
жнiсть розвязкiв задачi (3.1) вiд початкових даних. Пiдроздiл 3.3 присвячений
отриманюю умов iснування нварiантних мiр.

Результати цього роздiлу надрукованi в статтях [74, 90] та апробованi на
конференцiях

3.1 Постановка задачi та допомiжнi твердження.

Нехай 𝐻 i 𝐾 гiльбертовi простори з нормами ∥ · ∥ and ∥ · ∥𝐾 вiдповiдно. При
цьому (Ω, F , 𝑃)– повний ймовiрнiсний простiр i 𝑄 є лiнiйним, обмеженим кова-
рiацiйним оператором таким, що 𝑡𝑟 (𝑄) < ∞. Введемо наступний випадковий
процес

𝑊 (𝑡) :=
∞∑︁
𝑖=1

√︁
𝜆𝑖𝛽𝑖 (𝑡)𝑒𝑖 (𝑥), 𝑡 ≥ 0,

що є𝑄-вiнеровським процесом при 𝑡 ≥ 0. Тут 𝛽𝑖 (𝑡) є стандартними, скалярними,
незалежними у сукупностi процесами Вiнера, {𝑒𝑘, 𝑘 ≥ 1} –ортонормована
система (базис) в 𝐾 , i послiдовнiсть невiд’ємних дiйсних чисел 𝜆𝑘 задовольняє
умови

𝑄𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ...

i ∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 < ∞,

тобто, є власними векторамами i вiдповiдно власними числами оператора 𝑄 .
Також, нехай {𝐹𝑡 , 𝑡 ≥ 0} є нормальною фiльтрацiєю, що задовольняє умови:

• 𝑊 (𝑡) is F𝑡 -вимiрний;
• 𝑊 (𝑡 + ℎ) −𝑊 (𝑡) не залежить вiд F𝑡 ∀ℎ ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

Як було сказано ранiше, нехай

L0
2 = L2(𝑄1/2𝐾,𝐻 )

є простором всiх операторiв Гiльберта-Шмiдта, що дiють з простору 𝑄1/2𝐾 у
простiр 𝐻 зi скалярним добутком

⟨Φ,Ψ⟩L0
2
= 𝑡𝑟 (Φ𝑄Ψ∗).
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Нехай також 𝐴 є iнфiнiтезимальним генератором аналiтичної напiвгрупи обме-
жених операторiв {𝑆 (𝑡), 𝑡 ≥ 0} в 𝐻 . Тодi, як вiдомо, [45] (див. також Роздiл
2), оператор −𝐴 є секторiальним. Вiдносно нього будемо вважати виконаною
наступну умову
Умова (H1). Якщо 𝜎 (−𝐴) є спектром (−𝐴), то вимагатимемо, щоб

𝑅𝑒 𝜎 (−𝐴) > 𝛿 > 0, i 𝐴−1 є компактним оператором в 𝐻.

Тодi, як випливає з [75] для 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 ми можемо визначити дробовi степенi
оператора (−𝐴)𝛼 , що є замкненим лiнiйним оператором iз областю визначення
𝐷 (−𝐴)𝛼 . Позначимо 𝐻𝛼 банахiв простiр 𝐷 (−𝐴)𝛼 iз введенням наступної норми

∥𝑢∥𝛼 := ∥(−𝐴)𝛼𝑢∥,

яка є рiвносильною нормi графiка оператора (−𝐴)𝛼 . При цьому 𝐻0 = 𝐻 . Як
випливає тодi iз [45], Sec. 1.4, що, якщо 𝐴−1 є компактним операторм, то
напiвгрупа 𝑆 (𝑡) є компактною для всiх 𝑡 > 0. Далi, як випливає з [75], Th. 3.2,
p.48, що за умови (H1) напiвгупа 𝑆 (𝑡) є неперервною у рiвномiрнiй операторнiй
топологiї для 𝑡 > 0. Отже, використовуючи [75], Th. 3.3, p.48 ми можемо дiйти
висновку, що оператор𝐴 має компактну резольвенту. Значить, з використанням
[45], Th. 1.4.8, ми отримуємо наступний результат:

Лема 3.1. При виконаннi умови (H1) вкладення 𝐻𝛼 ⊂ 𝐻𝛽 є компактним, якщо

0 ≤ 𝛽 < 𝛼 ≤ 1.

Лема 3.2. ( [45], Th. 1.4.3) При виконаннi умови (H1), для всiх 𝛼 ≥ 0 iснує стала

𝐶𝛼 > 0 така, що

∥(−𝐴)𝛼𝑆 (𝑡)∥ ≤ 𝐶𝛼𝑡−𝛼𝑒−𝛿𝑡 , 𝑡 > 0.

Зокрема,

∥𝑆 (𝑡)∥ ≤ 𝐶0𝑒
−𝛿𝑡 , 𝑡 > 0. (3.2)

Лема 3.3. [30] Нехай 𝑝 > 2, 𝑇 > 0 i нехай також Φ є L0
2 значним, прогнозованим

процесом таким, що

𝔼

𝑇∫
0

∥Φ(𝑡)∥𝑝L0
2
𝑑𝑡 < ∞.
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Тодi iснує стала𝑀𝑇 > 0 така, що

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]








𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)Ψ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)








𝑝

≤ 𝑀𝑇𝔼

𝑇∫
0

∥Ψ(𝑠)∥𝑝L0
2
𝑑𝑠.

Далi приведемо основнi умови на коефiцiєнти рiвняння (3.1):
Умова (H2). Вiдображення 𝑓 : 𝐶ℎ → 𝐻 i 𝜎 : 𝐶ℎ → L0

2 є неперервними i задоволь-
няють умови
[i] Iснує додатна стала 𝐾 > 0 так, що

∥ 𝑓 (𝜑)∥ + ∥𝜎 (𝜑)∥L0
2
≤ 𝐾 (1 + ∥𝜑 ∥𝐶) для всiх 𝜑 ∈ 𝐶ℎ .

[ii] Iснує функцiя 𝑁 : [0, +∞) → [0, +∞) така, що
(a) функцiя 𝑁 неперервною, неспадною, опуклою вгору i 𝑁 (0) = 0;
(b) Для 𝑝 > 2 i для всiх 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶ℎ маємо

∥ 𝑓 (𝜑1) − 𝑓 (𝜑2)∥𝑝 + ∥𝜎 (𝜑1) − 𝜎 (𝜑2)∥𝑝L0
2
≤ 𝑁

(
∥𝜑1 − 𝜑2∥𝑝𝐶ℎ

)
.

(c) Якщо невiд’ємна функцiя 𝑧 (𝑡) задовольняє нерiвнiсть

𝑧 (𝑡) ≤
𝑡∫

0

𝑁 (𝑧 (𝑠))𝑑𝑠 for all 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]

то 𝑧 ≡ 0.
Зауваження 3.1. [81] Умова (c) виконана, наприклад, для функцiї 𝑁 , що задоволь-
няє (a) i

1∫
0

𝑑𝑠

𝑁 (𝑠) = +∞.

Умова(H3). Iснують додатнi сталi 0 < 𝛼 ≤ 1 i 0 < 𝑀𝑔 < 1 такi, що для 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝐶ℎ
функцiя 𝑔 : 𝐶ℎ → 𝐻𝛼 задовольняє умову

∥𝑔(𝜑1) − 𝑔(𝜑2)∥𝐻𝛼
≤ 𝑀𝑔∥𝜑1 − 𝜑2∥𝐶ℎ .

Умова (H4). Початкова функцiя 𝜑 : [−ℎ, 0] × Ω → 𝐻 є F0 - вимiрною випадковою
величиною, що незалежить вiд of𝑊 i має неперервнi траєкторiї.

Наразi приведемо означення, у сенсi якого ми будемо розумiти розв’язок
задачi (3.1.
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Означення 3.1. [81] Неперервний F𝑡 -aдаптований процес 𝑢 : [−ℎ,𝑇 ] × Ω → 𝐻

is a називається м’яким розв’язком для (3.1) на 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] якщо вiн задовольняє

iнтегральне рiвняння

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), (3.3)

and 𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) a.s. for 𝑡 ∈ [−ℎ, 0].

Основними результатами даного роздiлу є теорема 3.1, теорема 3.2 i теорема
3.4, сформульванi нижче.

Теорема 3.1. (Iснування i єдинiсть) Нехай виконанi умови (H1)-(H4). Тодi для всiх

𝑇 > 0 рiвняння (3.1) має єдиний м’який розв’язок 𝑢 на [0,𝑇 ]. Бiльше того, даний

розв’язок задовольняє спiввiдношення

∥𝑢𝑡 − 𝑢0∥𝐶ℎ = sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝑡 + 𝜃 ) − 𝜑 (𝜃 )∥ →𝑃 0, 𝑡 → 0.

Основна iдея доведення теореми 3.1 полягає у розглядi допомiжного напiв-
лiнiйного рiвняння, що у свою чергу дозволяє побудувати збiжну апроксимацiй-
ну послiдовнiсть. На вiдмiну вiд стохастичних диференцiально-функцiональних
рiвнянь звичайного типу (з 𝑔 ≡ 0), перша складнiсть даних рiвнянь (3.1) полягає
у членi𝐴𝑆 (𝑡−𝑠)𝑔(𝑢𝑠). Взагалi кажучи, якщо𝑔(𝑢𝑠) ∈ 𝐻 , даний член дає неiнтегров-
ну сингулярнiсть при 𝑡 = 𝑠 . Ми долаємо дану складнiсть введенням дробових
степенiв оператора (−𝐴). Бiльш точно ми покажемо, що якщо вiдображення 𝑔 є
достатньо регулярним, а саме 𝑔(𝑢𝑠) ∈ 𝐷 (−𝐴)𝛼 для 𝛼 > 0, тодi дана сингулярнiсть
стає iнтегровною.
Зауваження 3.2. При доведеннi теореми 3.1 ми використаємо метод роботи [81],
де подiбний результат отримано для нейтральних рiвнянь у бiльш простому
випадку. Однак, зазаначимо, що теорема 3.1 має iншi умови на сталу Лiпшиця
для 𝑔. А саме, у [81] подiбна умова виглядає наступним чином

4𝑝−1∥(−𝐴)−𝛼 ∥𝑝𝑀𝑔 < 1,
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що значно ускладнiше для перевiрки нiж𝑀𝑔 < 1. Аналогiчнi умови на (−𝐴)−𝛼

виникають i в роботах [1, 68] та iнших. на додаток, ми послаблюємо умови
регулярностi для вiдображення 𝑔(𝜑). Зокрема, ми вимагаємо, щоб 𝑔 ∈ 𝐻𝛼 для
𝛼 ∈ (0, 1), в той час, коли в [81] автори вимагають виконання наступної умови
𝛼 ∈ ( 1

𝑝
, 1) для 𝑝 > 2.

Наступна теорема стосується неперервної залежностi розв’язкiв вiд поча-
ткових даних. Вона вiдiграє важливу роля для подальших дослiджень щобо
iснування iнварiантних мiр. Саме звiдси випливає важлива умова феллеровостi
вiдповiдної перехiдної напiвгрупи (див. Частину 2), що є важливою умовою для
застосування пiдходу компактоностi.

Теорема 3.2. (Неперервна залежнiсть вiд початкових даних) Нехай виконанi умови

теореми 3.1, а 𝑢 (𝑡, 𝜑) i 𝑢 (𝑡,Ψ) два неперервних розв’язки задачi(3.1) iз початковими

даними 𝜑 i Ψ, що задовольняють умову (H4). Тодi

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

[
∥𝑢 (𝑡, 𝜑) − 𝑢 (𝑡,Ψ)∥𝑝 + ∥𝑢𝑡 (𝜑) − 𝑢𝑡 (Ψ)∥𝑝𝐶ℎ

]
→ 0,

при 𝔼∥𝜑 − Ψ∥𝑝
𝐶ℎ

→ 0.

З’ясуємо тепер питання марковостi i феллеровостi розв’язкiв та пов’язаних iз
ними перехiдних напiвгруп. Позначимо через 𝐵𝑏 (𝐶ℎ) як i ранiше, банахiв простiр
всiх обмежених дiйсних вимiрних за Борелем функцiй над 𝐶ℎ i 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) простiр
всiх обмежених, неперервних функцiй на 𝐶ℎ. Оскiльки теорема 3.1 гарантує
iснування i єдинiсть розв’язку при всiх 𝑡 ≥ 0, то замiнивши початковий iнтервал
[−ℎ, 0] на [−ℎ + 𝑠, 𝑠] для кожного 𝑠 ≥ 0 ми можемо гарантувати iснування та
єдинiсть розв’язку на довiльному iнтервалi [𝑠, 𝑡] iз початковою F𝑠 вимiрною
функцiєю 𝜑 , що задовольняє умови на [𝑠 − ℎ, 𝑠]. Цi розв’язки позначимо як
𝑢 (𝑡, 𝑠, 𝜑). Аналогiчно, позначимо через 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜃 ) = 𝑢 (𝑡 + 𝜃, 𝑠, 𝜑), 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] зсув
розв’язку 𝑢 (𝑡, 𝜑), так, що 𝑢𝑠 (𝑠, 𝜑) = 𝑢 (𝑠 + 𝜃, 𝑠, 𝜑) = 𝜑 (𝜃 ).

Дотримуючись [100], визначимо сiм’ю операторiв зсуву

𝑈 𝑡
𝑠 𝜑 := 𝑢 (𝑡 + 𝜃, 𝑠, 𝜑) = 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑). (3.4)

Позначимо F 𝑡
𝑠 (𝑑𝑊 ) мiнiмальну 𝜎 - алгебру, що мiстить𝑊 (𝜏) −𝑊 (𝑠), 𝜏 ∈ [𝑠, 𝑡], i

𝐺𝑡 мiнiмальну 𝜎 - aлгебру, що мiстить𝑊 (𝜏) −𝑊 (𝑡) для 𝜏 ≥ 𝑡 . Для довiльного
невипадкового 𝜑 ∈ 𝐶ℎ з 𝑠 ≥ 0 i 𝑡 ≥ 𝑠 розв’язок𝑈 𝑡

𝑠 𝜑 = 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) є F 𝑡
𝑠 (𝑑𝑊 )- вимiрною
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випадковою функцiєю, що приймає значення в 𝐶ℎ. Зазначимо, що у цьому
випадку, оскiльки 𝜑 є не випадковим, 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) є незалежним вiд 𝜎 - algebra 𝐺𝑡 .
Наступне твердження доведене у [49]:

Твердження 3.1. Оператор (3.4) задовольняє рiвнiсть

𝑈 𝑡
𝜏𝑈

𝜏
𝑠 𝜑 = 𝑈 𝑡

𝑠 𝜑

для всiх 𝑡 ≥ 𝜏 ≥ 𝑠 ≥ 0, i 𝜑 ∈ 𝐶ℎ.

Нехай 𝐷 є 𝜎-алгеброю борелiвських пiдмножин iз 𝐶ℎ. Для кожної множини
𝐴 ∈ 𝐷 визначимо функцiю

𝜇𝑡 (𝐴) = 𝑃{𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) ∈ 𝐴} = 𝑃{𝑈 𝑡
𝑠 𝜑 ∈ 𝐴} = 𝑃 (𝑠, 𝜑, 𝑡, 𝐴). (3.5)

Таким чином 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) природнiм чином задає мiру на 𝐷 . Формула (3.5) визначає
перехiдну функцiю, що вiдповiдає випадковому процесу 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑), 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0.
Аналогiчним шляхом, як i в скiнченномiрному випадку [100], можна показати,
що ця функцiя задовольняє всi властивостi перехiдної ймовiрностi. Аналогiчно
маємо

Теорема 3.3. (Maрковська властивiсть) За виконання умовтеореми 3.1, випадковий

процес 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) є процесом Маркова на 𝐶ℎ iз перехiдною функцiєю, визначеною як

(3.5).

Має мiсце наступне твердження.

Твердження 3.2. Для всiх 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0 i кожної множини 𝐴 ∈ 𝐷 маємо

𝑃 (𝑠, 𝜑, 𝑡, 𝐴) = 𝑃 (0, 𝜑, 𝑡 − 𝑠, 𝐴) .

Доведення. Нехай 𝑢̃ (𝑡) = 𝑢 (𝑠 + 𝑡, 𝑠, 𝜑). Тодi 𝑢̃0 = 𝑢 (𝑠 + 𝜃, 𝑠, 𝜑), 𝑢̃𝑡 = 𝑢 (𝑠 + 𝑡 + 𝜃, 𝑠, 𝜑) =
𝑢𝑠+𝑡 (𝑠, 𝜑), for 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] . Iз iншої сторони,

𝑢̃ (𝑡) = 𝑢 (𝑠 + 𝑡, 𝑠, 𝜑) = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡+𝑠) −
𝑠+𝑡∫
𝑠

𝐴𝑆 (𝑡 + 𝑠 − 𝜏)𝑔(𝑢𝜏 )𝑑𝜏

+
𝑠+𝑡∫
𝑠

𝑆 (𝑡 + 𝑠 − 𝜏) 𝑓 (𝑢𝜏 )𝑑𝜏 +
𝑠+𝑡∫
𝑠

𝑆 (𝑡 + 𝑠 − 𝜏)𝜎 (𝑢𝜏 )𝑑𝑊 (𝜏)

= 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡+𝑠) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝜏)𝑔(𝑢𝜏+𝑠)𝑑𝜏 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝑢𝜏+𝑠)𝑑𝜏
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+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝜏)𝜎 (𝑢𝜏+𝑠)𝑑𝑊̃ (𝜏),

де 𝑊̃ (𝜏) :=𝑊 (𝑠 + 𝜏) −𝑊 (𝑠) є 𝑄-вiнеровським процесом. Таким чином

𝑢̃ (𝑡) = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢̃𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝜏)𝑔(𝑢̃𝜏)𝑑𝜏 (3.6)

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝜏) 𝑓 (𝑢̃𝜏)𝑑𝜏 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝜏)𝜎 (𝑢̃𝜏)𝑑𝑊̃ (𝜏).

Проте, таке ж рiвняння задовольняє i 𝑢 (𝑡, 0, 𝜑), з початковою умовою 𝑢 (0, 0, 𝜑) =
𝜑 (0) i 𝑢0 = 𝜑 (𝜃 ). Єдина вiдмiсть полягає в тому, 𝑢 (𝑡, 0, 𝜑) розв’язує (3.6) з iншим
𝑄-вiнеровським процесом 𝑊̃ . Але, оскiльки розподiли процесу𝑊 спiвпадають
iз розподiлами процесу 𝑊̃ , то iз єдинiстi розв’язку випливає, що розподiли
𝑢 (𝑠 + 𝑡, 𝑠, 𝜑) i 𝑢 (𝑡, 0, 𝜑) спiвпадають. Iншими словами, розподiли 𝑢 (𝑠 + 𝑡, 𝑠, 𝜑)
незалежать вiд 𝑠 . Отже розподiл 𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) = 𝑢 (𝑡 + 𝜃, 𝑠, 𝜑) = 𝑢 (𝑡 − 𝑠 + 𝜃 + 𝑠, 𝑠, 𝜑)
спiвпадає з розподiлами 𝑢 (𝑡 − 𝑠 + 𝜃, 0, 𝜑) = 𝑢𝑡−𝑠 (0, 𝜑). Тому справедливi наступнi
рiвностi

𝑃 (𝑠, 𝜑, 𝑡, 𝐴) = 𝑃{𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑) ∈ 𝐴)} = 𝑃{𝑢 (𝑡 + 𝜃, 𝑠, 𝜑) ∈ 𝐴}
= 𝑃{𝑢 (𝑡 + 𝜃 − 𝑠, 0, 𝜑) ∈ 𝐴} = 𝑃{𝑢𝑡−𝑠 (0, 𝜑) ∈ 𝐴},

що й доводить твердження. □

Для 𝑔 ∈ 𝐵𝑏 (𝐶ℎ), i для всiх 𝜑 ∈ 𝐶ℎ i 𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0 визначимо

𝑃𝑠,𝑡 (𝜑) := 𝔼𝑔(𝑢𝑡 (𝑠, 𝜑)) .

Iз твердження 3.2 отримуємо, що 𝑃𝑠,𝑡 (𝜑) = 𝑃0,𝑡−𝑠 (𝜑). Покладемо також 𝑃𝑡𝜑 =

𝑃0,𝑡 (𝜑). Наступне твердження випливає iз теореми 3.2.

Твердження 3.3. При виконаннi умов (H1)-(H4) перехiдна напiвгрупа 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0 є

стохастично неперервною та задовольняє властивiсть феллеровостi

𝑃𝑡 : 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) → 𝐶𝑏 (𝐶ℎ) and lim
𝑡→0

𝑃𝑡𝜑 = 𝜑.

Сформолюємо також тут основний результат даного роздiлу вiдносно пове-
дiнки розв’язкiв (3.1) на нескiнченностi. Вiн стосується iснування iнварiантної
мiри.
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Теорема 3.4. Нехай виконанi умови теореми 3.1. Якщо рiвняння (3.1) має розв’язок

𝑢 (𝑡) який обмеженим за ймовiрнiстю для 𝑡 ≥ 0 in 𝐶ℎ, а саме

sup
𝑡≥0

𝑃{∥𝑢𝑡 ∥𝐶ℎ > 𝑅} → 0, 𝑅 → ∞. (3.7)

Tодi iснує iнварiантна мiра 𝜇 in 𝐶ℎ, тобто∫
𝐶ℎ

𝑃𝑡𝜑 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥) =
∫
𝐶ℎ

𝜑 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥), for any 𝑡 ≥ 0, and 𝜑 ∈ 𝐶𝑏 (𝐶ℎ).

Зауваження 3.3. Умова (3.7) є стандартною умовою для iснування iнварiантних
мiр(див, наприклад [28]). Нижче ми продемонструємо перевiрку цiєї умови в
термiнах коефiцiєнтiв стохастичногофiнкцiонально-диференцiального рiвняння
нейтрального типу у випадку елiптичного головного оператора 𝐴 рiвняння (3.1).

3.2 Iснування, єдинiсть та неперервна
залежнiсть розв’язкiв вiд початкових даних

3.2.1 Доведення теореми iснування та єдиностi

В цьому пiдроздiлi ми доведемо теорему 3.1. Для доведення застосуємо пiдхiд
роботи [81]. Припустимо спочатку, що
𝔼 sup𝜃∈[−ℎ,0] ∥𝜑 (𝜃 )∥𝑝 < ∞, 𝑝 > 2. Нехай L𝑝

F ( [0,𝑇 ], 𝐻 ) є банаховим простором
всiх 𝐻 -значних, F𝑡 -адаптованих випадкових процесiв iз нормою

∥𝜁 ∥𝑝
𝐻,𝑇

:= 𝔼

𝑇∫
0

∥𝜁 (𝑡)∥𝑝𝑑𝑡 .

Аналогiчно, нехайL𝑝

F ( [0,𝑇 ],L
0
2), є банаховимпросторомL0

2 значнихF𝑡 -адаптованих
випадкових процесiв Φ(𝑡) з нормою

∥Φ∥𝑝
𝐿0

2,𝑇
:= 𝔼

𝑇∫
0

∥Φ(𝑡)∥𝑝
𝐿0

2
𝑑𝑡 .

Далi, визначимо B𝑝,𝑇 –банахiв простiр всiх 𝐻 -значних, вимiрних, неперервних
F𝑡 -адаптованих (для 𝑡 ≥ 0) процесiв𝑢 (𝑡, 𝜔) : [−ℎ,𝑇 ]×Ω → 𝐻 , оснащених нормою

∥𝑢∥𝑝B𝑝,𝑇
:= 𝔼 sup

𝑡∈[−ℎ,𝑇 ]
∥𝑢 (𝑡)∥𝑝 .
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Нарештi, введемо замкнену множину

B𝑝,𝑇 (𝜑) := {𝑢 ∈ B𝑝,𝑇 , 𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) for 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]}.

Далi використаємо наступну лему:

Лема 3.4. Нехай для 𝑇 > 0, let 𝑢 (𝑡),−ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 є випадковим процесом iз непе-

рервними траєкторiями. Тодi, якщо 𝑝 ≥ 1 i 𝑢0 = 𝜑 , то справедлива наступна

нерiвнiсть

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑢𝑡 ∥𝑝𝐶ℎ ≤ 𝔼∥𝜑 ∥𝑝
𝐶ℎ

+ 𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑡)∥𝑝 .

Доведення даної леми 3.4 безпосередньо випливає iз означення 𝑢𝑡 .
Подальше доведення розiб’ємо на кiлька етапiв:

Step 1. Почнемо iз допомiжного рiвняння. Для довiльних (𝑎, 𝑏) ∈ L𝑝

F ( [0,𝑇 ], 𝐻 ) ×
L𝑝

F ( [0,𝑇 ], 𝐿
0
2) розглянемо наступне рiвняння
𝑑 (𝑢 (𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡 )) = [𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑎(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝑏 (𝑡)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 ≥ 0;

𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] .
(3.8)

Лема 3.5. За виконання умов (H3) рiвняння (3.8) має єдиний м’який розв’язок в

B𝑝,𝑇 (𝜑).

Доведення. Введемо оператор Ψ : B𝑝,𝑇 (𝜑) → B𝑝,𝑇 (𝜑) наступним чином

[Ψ𝑢] (𝑡) := 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎(𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏 (𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), (3.9)

визначений для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], iз 𝑢 (𝑡) = 𝜑 (𝑡) for 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Покажемо, що
вiдображення Ψ : B𝑝,𝑇 (𝜑) → B𝑝,𝑇 (𝜑) є вiдображенням стиску. Для цього спо-
чатку доведемо, що Ψ приймає значення в B𝑝,𝑇 (𝜑). Використовуючи лему 3.4,
отримаємо

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑔(𝑢𝑡 )∥𝑝 ≤ 𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑔(𝑢𝑡 )∥𝑝𝛼 ≤ 𝑀
𝑝
𝑔 (∥𝑔(0)∥

𝑝

𝐶ℎ
+ 𝔼 sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
∥𝑢 (𝑡)∥𝑝).
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Далi,

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]








𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠








𝑝

= 𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]








𝑡∫

0

(−𝐴)1−𝛼𝑆 (𝑡 − 𝑠) (−𝐴)𝛼𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠








𝑝

≤ 𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

©­«
𝑡∫

0



(−𝐴)1−𝛼𝑆 (𝑡 − 𝑠)


 ∥(−𝐴)𝛼𝑔(𝑢𝑠)∥ 𝑑𝑠ª®¬

𝑝

≤ sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

©­«
𝑡∫

0

𝐶1−𝛼 (𝑡 − 𝑠)−(1−𝛼)𝑑𝑠ª®¬
𝑝

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝑔(𝑢𝑡 )∥𝑝𝛼 .

Решту два доданки можна оцiнити стандартним способом (див, напр [81]):

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]








𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎(𝑠)𝑑𝑠








𝑝

≤ 𝐶𝑝0 ∥𝑎∥
𝑝

𝐻,𝑇

i

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]








𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏 (𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)








𝑝

≤ 𝐶𝑝0 ∥𝑏∥
𝑝

𝐿0
2,𝑇
,

де стала 𝐶0 визначається через (3.2).
Доведемо тепер, що оператор Ψ є стискаючим.Зафiксуємо 𝑇1 ∈ [0,𝑇 ] . Для

кожного 𝜌 ∈ (0, 1), i 𝑎, 𝑏 ≥ 0 використаємо нерiвнiсть

(𝑎 + 𝑏)𝑝 ≤ 𝑎𝑝

𝜌𝑝−1 + 𝑏𝑝

(1 − 𝜌)𝑝−1 .

Для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐵𝑝,𝑇1 , матимемо

∥Ψ(𝑢) − Ψ(𝑣)∥𝑝
𝐵𝑝,𝑇1

≤ 1
𝑀
𝑝−1
𝑔

∥𝑔(𝑢𝑡 ) − 𝑔(𝑣𝑡 )∥𝑝𝐵𝑝,𝑇1

+ 1
(1 −𝑀𝑔)𝑝−1








𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠) (𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠))𝑑𝑠








𝑝

𝐵𝑝,𝑇1

≤ 1
𝑀
𝑝−1
𝑔

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇1]

∥𝑔(𝑢𝑡 ) − 𝑔(𝑣𝑡 )∥𝑝

+ 1
(1 −𝑀𝑔)𝑝−1𝔼 sup

𝑡∈[0,𝑇1]

©­«
𝑡∫

0

∥(−𝐴)1−𝛼𝑆 (𝑡 − 𝑠)∥∥(−𝐴)𝛼 (𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑑𝑠
ª®¬
𝑝

≤ 𝑀𝑔𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇1]

∥𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 ∥𝑝𝐶ℎ +
𝑀
𝑝
𝑔𝐶

𝑝

1−𝛼𝑇
𝛼𝑝

1
(1 −𝑀𝑔)𝑝−1𝛼𝑝

𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇1]

∥𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 ∥𝑝𝐶ℎ
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= 𝛾 (𝑇1)𝔼 sup
𝑡∈[0,𝑇1]

∥𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 ∥𝑝𝐶ℎ .

Тут ми використали лему 3.4 та лему 3.2. Врахувавши умову (H3), можемо
вибрати 𝑇1 так, щоб

𝛾 (𝑇1) := 𝑀𝑔 +
𝑀
𝑝
𝑔𝐶

𝑝

1−𝛼𝑇
𝛼𝑝

1
(1 −𝑀𝑔)𝑝−1𝛼𝑝

< 1, (3.10)

отже, оператор Ψ є оператором стиску в B𝑝,𝑇1 (𝜑).Таким чином, Ψ має єдину
нерухому точку, що є єдиним м’яким розв’язком рiвняння (3.8) на вiдрiзку
[0,𝑇1].

Покажемо, що даний розв’язок має неперервнi траєкторiї. Для цього безпосе-
редньо перевiримо неперервнiсть першого, другого та третього членiв у рiвняннi
(3.9).Неперервнiсть першого члена випливає iз методу факторизацiї [30], Prop.
7.3.

Тепер встановимо неперервнiсть другого доданка.Дiйсно, оскiльки 𝑢 є не-
первним, то

∥𝑔(𝑢𝑡+𝑠) −𝑔(𝑢𝑡 )∥ ≤ 𝑀𝑔∥𝑢𝑡+𝑠 −𝑢𝑡 ∥𝐶ℎ = sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) −𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥ → 0, 𝑠 → 0 𝑎.𝑠 .

Тепер ми можемо розглянути нову початкову задачу i новими початковими
даними на [𝑇1 − ℎ,𝑇1], i так далi. Даним способом продовжимо розв’язок на весь
iнтервал [0,𝑇 ] за скiнченну кiлькiсть крокiв. Отже, рiвняння (3.8) має єдиний
м’який розв’язок, визначений на [0,𝑇 ], що i завершує доведення леми. □

Step 2. Для заданої 𝜑 ∈ 𝐶ℎ визначимо оператор

Φ𝜑 : 𝐿𝑝F ( [0,𝑇 ], 𝐻 ) × 𝐿
𝑝

F ( [0,𝑇 ], 𝐿
0
2) → B𝑝,𝑇

наступним чином

(Φ𝜑 (𝑎, 𝑏)) (𝑡) :=

𝜑 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0];

𝑢 (𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

де 𝑢 єдиний розв’язок рiвняння (3.8).

Лема 3.6. Якщо виконанi умови (H3), то для довiльного 𝑝 > 2, iснують додатнi

сталi 𝐵, 𝐷 i 𝐿, залежнi лише вiд 𝑇 , 𝑀𝑔, 𝑝 i 𝛼 такi, що для довiльного 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],
довiльних 𝜑 i𝜓 iз 𝐶ℎ, i для всiх пар

(𝑎, 𝑏), (𝑎1, 𝑏1) and (𝑎2, 𝑏2) ∈ 𝐿𝑝F ( [0,𝑇 ], 𝐻 ) × 𝐿
𝑝

F ( [0,𝑇 ], 𝐿
0
2),



64

виконанi нерiвностi

∥Φ𝜑 (𝑎1, 𝑏1) − Φ𝜓 (𝑎2, 𝑏2)∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝐿∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝

𝐶ℎ
(3.11)

+𝐵
𝑡∫

0

[
𝔼∥𝑎1(𝑠) − 𝑎2(𝑠)∥𝑝 + 𝔼∥𝑏1(𝑠) − 𝑏2(𝑠)∥𝑝

𝐿0
2

]
𝑑𝑠, та

∥Φ(𝑎, 𝑏)∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝐷 + 𝐵

𝑡∫
0

[
𝔼∥𝑎(𝑠)∥𝑝 + 𝔼∥𝑏 (𝑠)∥𝑝

𝐿0
2

]
𝑑𝑠. (3.12)

Доведення. Для всiх (𝑎1, 𝑏1) та (𝑎2, 𝑏2) маємо

Φ𝜑 (𝑎1, 𝑏1) := 𝑢 = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎1(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏1(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠),

i

Φ𝜓 (𝑎2, 𝑏2) := 𝑣 = 𝑆 (𝑡) (𝜓 (0) + 𝑔(𝜓 )) − 𝑔(𝑣𝑡 ) −
𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑣𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎2(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏2(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠).

Визначимо функцiю

𝛽 (𝑠) := 𝔼∥𝑎1(𝑠) − 𝑎2(𝑠)∥𝑝 + 𝔼∥𝑏1(𝑠) − 𝑏2(𝑠)∥𝑝
𝐿0

2
.

Тепер виберемо 𝑇1 > 0, що задовольняє як (3.10) так i

𝑀𝑔 +
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1 𝑀𝑔

𝛼

)𝑝
< 1. (3.13)

Зазначимо, що така стала 𝑇1 завжди iснує, оскiльки 𝑀𝑔 < 1. Далi роздiлимо
iнтервал [0,𝑇 ] точкими 𝑘𝑇1, i розглянемо спочатку перший iнтервал 𝑡 ∈ [0,𝑇1].
Для кожного 𝑡 матимемо

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
= 𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]

[
∥𝑆 (𝑠) (𝑔(𝜑) − 𝑔(𝜓 ))∥ (3.14)
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+∥𝑆 (𝑠) (𝜑 (0) −𝜓 (0))∥ + ∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥ +








𝑠∫

0

𝐴𝑆 (𝑠 − 𝜏) (𝑔(𝑢𝜏) − 𝑔(𝑣𝜏))𝑑𝜏








+








𝑠∫

0

𝑆 (𝑠 − 𝜏) (𝑎1(𝜏) − 𝑎2(𝜏))𝑑𝜏







 +







𝑠∫

0

𝑆 (𝑠 − 𝜏) (𝑏1(𝜏) − 𝑏2(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏)







 ]𝑝
≤ 1
𝑀
𝑝−1
𝑔

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑝 +
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0 (1 +𝑀
𝑝
𝑔 )∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝

𝐶ℎ

+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

©­«
𝑠∫

0

∥(−𝐴)1−𝛼𝑆 (𝑠 − 𝜏)∥∥(𝑔(𝑢𝜏) − 𝑔(𝑣𝜏)∥𝛼𝑑𝜏
ª®¬
𝑝

+𝐶𝑝0
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 𝑡∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠,

де 𝐶0 задано в (3.2). Оцiнимо кожний доданок в (3.14) окремо:

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑝 ≤ 𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑝𝛼 ≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]
∥𝑢𝑠 − 𝑣𝑠 ∥𝑝𝐶ℎ

= 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]
sup

𝜃∈[−ℎ,0]
∥𝑢 (𝑠 + 𝜃 ) − 𝑣 (𝑠 + 𝜃 ))∥𝑝 = 𝑀𝑝

𝑔𝔼 sup
𝑠∈[−ℎ,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

≤ 𝑀
𝑝
𝑔 ∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝

𝐶ℎ
+𝑀𝑝

𝑔𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 . (3.15)

Далi маємо

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

©­«
𝑠∫

0

∥(−𝐴)1−𝛼𝑆 (𝑠 − 𝜏)∥∥(𝑔(𝑢𝜏) − 𝑔(𝑣𝜏)∥𝛼𝑑𝜏ª®¬
𝑝

≤
(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[−ℎ,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

≤
(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝 (
𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 + ∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ

)
. (3.16)

Використовуючи (3.14) - (3.16), отримаємо

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝑀𝑔𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝
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+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0

𝑡∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿̃1∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
,

або

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝐶𝑇1

𝑡∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿1∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
, (3.17)

де

𝐶𝑇1 =

(
5

1−𝑀𝑔

)𝑝−1

1 −𝑀𝑔 −
(

5
1−𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇𝛼

1
𝛼

)𝑝𝐶𝑝0
i

𝐿1 =

(
5

1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 𝐶
𝑝

0 +𝑀𝑝
𝑔𝐶

𝑝

0 +𝑀𝑝
𝑔 +

(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇𝛼

1
𝛼

)𝑝
1 −𝑀𝑔 −

(
5

1−𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇𝛼

1
𝛼

)𝑝 .
Розглянемо тепер другий iнтервал 𝑡 ∈ [𝑇1, 2𝑇1]. Для нього матимемо

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡 −𝑇1) (𝑢 (𝑇1) + 𝑔(𝑢𝑇1)) − 𝑔(𝑢𝑡 ) −
𝑡∫

𝑇1

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠

+
𝑡∫

𝑇1

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎1(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

𝑇1

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏1(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), (3.18)

i

𝑣 (𝑡) = 𝑆 (𝑡 −𝑇1) (𝑣 (𝑇1) + 𝑔(𝑣𝑇1)) − 𝑔(𝑣𝑡 ) −
𝑡∫

𝑇1

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑣𝑡 )𝑑𝑠

+
𝑡∫

𝑇1

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑎2(𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

𝑇1

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑏2(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠).

Отже

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
= 𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 (3.19)

= max{𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇1]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝,𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝}

≤ 𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇1]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 + 𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 .
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Оцiнимо другий член в(3.19). З (3.18) випливає, що

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

(
∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥ + ∥𝑆 (𝑠 −𝑇1)∥(∥𝑢 (𝑇1) − 𝑣 (𝑇1)∥

+∥𝑔(𝑢𝑇1) − 𝑔(𝑣𝑇1)∥) +
𝑠∫

𝑇1

𝐶1−𝛼 (𝑠 − 𝜏)−(1−𝛼)𝑀𝑔∥𝑢𝜏 − 𝑣𝜏 ∥𝐶ℎ𝑑𝜏 +






𝑠∫

𝑇1

𝑆 (𝑠 − 𝜏) (𝑎1(𝜏) − 𝑎2(𝜏))𝑑𝜏







 +







𝑠∫

𝑇1

𝑆 (𝑠 − 𝜏) (𝑏1(𝜏) − 𝑏2(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏)








)𝑝

(3.20)

≤ 1
𝑀
𝑝−1
𝑔

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑝 +
5𝑝−1

(1 −𝑀𝑔)𝑝−1

(
𝐶
𝑝

0

(
𝔼∥𝑢 (𝑇1) − 𝑣 (𝑇1)∥𝑝

𝔼∥𝑔(𝑢𝑇1) − 𝑔(𝑣𝑇1)∥𝑝
))

+ 𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

©­­«
𝑠∫

𝑇1

𝐶1−𝛼 (𝑠 − 𝜏)−(1−𝛼)𝑀𝑔∥𝑢𝜏 − 𝑣𝜏 ∥𝐶ℎ𝑑𝜏
ª®®¬
𝑝

+𝐶𝑝0

𝑡∫
𝑇1

𝛽 (𝜏)𝑑𝜏 .

Поклавши 𝑡 = 𝑇1 in (3.17), матимемо

𝔼∥𝑢 (𝑇1) − 𝑣 (𝑇1)∥𝑝 ≤ 𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿1∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ

i

𝔼∥𝑔(𝑢𝑇1) − 𝑔(𝑣𝑇1)∥𝑝 ≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝜃∈[−ℎ,0]
∥𝑢 (𝑇1 + 𝜃 ) − 𝑣 (𝑇1 + 𝜃 )∥𝑝

≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[−ℎ,𝑇1]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝑀

𝑝
𝑔𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿21∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
.

Використавши результат леми 3.4, прийдемо до наступної оцiнки:

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑔(𝑢𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠)∥𝑝 ≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[𝑇1,𝑡]
sup

𝜃∈[−ℎ,0]
∥𝑢 (𝑠 + 𝜃 ) − 𝑣 (𝑠 + 𝜃 )∥𝑝

≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[𝑇1−ℎ,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

≤ 𝑀
𝑝
𝑔 max{𝔼 sup

𝑠∈[0,𝑇1]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝,𝔼 sup

𝑠∈[𝑇1,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝}

≤ 𝑀
𝑝
𝑔𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 +𝑀𝑝
𝑔𝔼 sup

𝑠∈[𝑇1,𝑡]
∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 +𝑀𝑝

𝑔 𝐿1∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
.
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Далi оцiнимо iнтегральний член в (3.20). Використавши лему 3.4 ще раз, мати-
мемо

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

©­­«
𝑠∫

𝑇1

𝐶1−𝛼
(𝑠 − 𝜏)1−𝛼𝑀𝑔∥𝑢𝜏 − 𝑣𝜏 ∥𝐶ℎ𝑑𝜏

ª®®¬
𝑝

≤
(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

( sup
𝜏∈[𝑇1,𝑠]

( sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝜏 + 𝜃 ) − 𝑣 (𝜏 + 𝜃 )∥𝑝))

=

(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1−ℎ,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤
(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 (3.21)

+
(
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 + 𝐿22∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
.

З (3.20)-(3.21) випливає, що

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝑀𝑔𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 +𝑀𝑔𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

(
5

1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0𝐶𝑇1

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 +
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0𝐶𝑇1𝑀
𝑝
𝑔

𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠

+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝
𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝

+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0

𝑡∫
𝑇1

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿23∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
,

або

𝔼 sup
𝑠∈[𝑇1,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝
(
1 −𝑀𝑔 −

(
5

1 −𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇 𝛼1

𝛼

)𝑝)
≤

(
𝑀𝑔𝐶𝑇1 +

(
5

1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0𝐶𝑇1 +
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0𝐶𝑇1𝑀
𝑝
𝑔

) 𝑇1∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠

+
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0

𝑡∫
𝑇1

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿23∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
.
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Прийнявши до уваги (3.19), дiйдемо висновку, що

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝐶2(𝑇1)

𝑡∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿2(𝑇1)∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
,

де

𝐶2(𝑇1) =
𝐶2(𝑇1)

1 −𝑀𝑔 −
(

5
1−𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇𝛼

1
𝛼

)𝑝
з

𝐶2(𝑇1) = 𝐶𝑇1𝑀𝑔 +
(

5
1 −𝑀𝑔

)𝑝−1
𝐶
𝑝

0 [𝐶𝑇1 +𝐶𝑇1𝑀
𝑝
𝑔 + 1] .

Повторивши данi мiркування на наступних iнтервалах [𝑘𝑇1, (𝑘 +1)𝑇1], матимемо

∥𝑢 − 𝑣 ∥𝑝B𝑝,𝑡
≤ 𝐶𝑘 (𝑇1)

𝑡∫
0

𝛽 (𝑠)𝑑𝑠 + 𝐿𝑘 (𝑇1)∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
,

де

𝐶𝑘 (𝑇1) =
𝐶𝑘 (𝑇1)

1 −𝑀𝑔 −
(

5
1−𝑀𝑔

)𝑝−1 (
𝑀𝑔𝐶1−𝛼𝑇𝛼

1
𝛼

)𝑝
i сталi𝐶𝑘 (𝑇1) залежать лише вiд𝐶𝑖 (𝑇1), 𝑖 = 1, ..., 𝑘−1, а, отжемиможемо визначити
𝑇1, що задовольняє умови (3.10) i (3.13). Аналогiчно, 𝐿𝑘 (𝑇1) залежать лише вiд
𝐿𝑖 (𝑇1), 𝑖 = 1, ..., 𝑘−1, а, отже, є такожкоректно визначенимидля𝑇1, що задовольняє
умови (3.10) тa (3.13). Оскiльки iнтервал [0,𝑇 ] складається iз𝑁 iнтервалiв довжини
𝑇1 (де𝑇1 залежить лише вiд𝑀𝑔), (3.11) справедливе iз 𝐵 = max0≤𝑘≤𝑁−1𝐶𝑘 . Накiнець,
нерiвнiсть (3.12) випливає з (3.11) якщо покласти 𝑎2 = 𝑏2 = 0. □

Побудова апроксимуючої послiдовностi.
Iснування та єдинiсть м’якого розв’язку рiвняння (3.1) ми встановимо викори-
стовуючи iтерацiйну схему пiкаровських наближень. Для фiксованого 𝑇 > 0,
через 𝑢 (0) позначимо м’який розв’язок рiвняння (3.8) iз 𝑎 ≡ 𝑏 ≡ 0. Тепер можна
визначити послiдовнiсть випадкових процесiв 𝑢 (𝑛) (𝑡), як розв’язкiв рiвняння

𝑢 (𝑛) (𝑡) = 𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢 (𝑛)
𝑡 ) −

𝑡∫
0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑛𝑠 )𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑛−1
𝑠 )𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑛−1
𝑠 )𝑑𝑊 (𝑠), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] (3.22)
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при цьому 𝑢 (𝑛) (𝑡) = 𝜑 (𝑡) для 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. У [81] показано, що якщо мають мiсце
оцiнки (3.11) i (3.12), то iтерацiйна схема (3.22) збiгається до єдиного м’якого
розв’язку рiвняння (3.1). Отже, теорема 3.1 буде доведена якщо справедлива
оцiнка𝔼∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ
< ∞. на початкову функцiю. У загальному випадку для доведення

теореми використаємо метод локалiзацiї, а саме визначимо послiдовнiсть зрiзок,
як у [30], Th.7.4.

𝜑𝑛 :=

𝜑, if ∥𝜑 ∥𝐶ℎ ≤ 𝑛

0, if ∥𝜑 ∥𝐶ℎ > 𝑛.

Нехай 𝑢𝑛 є розв’язком рiвняння (3.1) iз початковою функцiєю 𝜑𝑛 . Згiдно [30],
Th.7.4, послiдовнiсть 𝑢𝑛 збiгається за ймовiрнiстю до процесу 𝑢 (𝑡), що i є
розв’язком рiвняння (3.1). Останнє завершує доведення теореми 3.1.

3.2.2 Доведення теореми 3.2.

Використовуючи лему 3.6, отримаємо

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑛) (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝐾1 +𝐶1𝔼∥𝜑 ∥𝑝
𝐶ℎ

+ 𝐾
𝑡∫

0

𝔼 sup
𝜏∈[0,𝑠]

∥𝑢 (𝑛−1) (𝑠)∥𝑝𝑑𝜏 .

Тодi аналогiчна оцiнка справедлива i для розв’язку 𝑢 (𝑡) також. Тодi, з викори-
станням леми Гронуолла матимемо

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠)∥𝑝 ≤ (𝐾1 +𝐶1𝔼∥𝜑 ∥𝑝
𝐶ℎ
)𝑒𝐾𝑡 . (3.23)

Далi, для двох розв’язкiв 𝑢 (𝑡) and 𝑣 (𝑡) з випадковими початковими даними 𝜑 i
𝜓 вiдповiдно, з використанням леми 3.6 отримаємо

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)∥𝑝 ≤ 𝐿𝔼∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ

+ 𝐵
𝑡∫

0

𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[0,𝑠]

∥𝑢𝜏 − 𝑣𝜏 ∥𝑝)𝑑𝑠

≤ 𝐿𝔼∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ

+ 𝐵𝑡𝑁 (∥𝜑 −𝜓 ∥𝑝
𝐶ℎ
) + 𝐵

𝑡∫
0

𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[0,𝑠]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝)𝑑𝑠,

де ми неявно використали той факт, що sup𝜏∈[−ℎ,𝑠] 𝑁 (∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝) досягається
або на 𝜏 ∈ [−ℎ, 0] або на 𝜏 ∈ [0, 𝑠], i таким чином
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𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[−ℎ,𝑠]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝)

= max{𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝),𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[0,𝑠]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝)}

≤ 𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝) + 𝔼𝑁 ( sup
𝜏∈[0,𝑠]

∥𝑢 (𝜏) − 𝑣 (𝜏)∥𝑝) .

Iз (3.23) i з того, що 𝔼∥𝜑𝑛 − 𝜑 ∥𝑝𝐶ℎ → 0, 𝑛 → ∞, матимемо

lim sup
𝑛→∞

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡 ]

∥𝑢 (𝑠, 𝜑𝑛) − 𝑢 (𝑠, 𝜑)∥𝑝 ≤ 𝐵

𝑡∫
0

𝑁 (lim sup
𝑛→∞

𝔼 sup
𝜏∈[0,𝑠 ]

∥𝑢 (𝜏, 𝜑𝑛) − 𝑢 (𝜏, 𝜑)∥𝑝)𝑑𝑠.

Отже, iз умови (H2)(c), тодi отримуємо

lim sup
𝑛→∞

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑡]

∥𝑢 (𝑠, 𝜑𝑛) − 𝑢 (𝑠, 𝜑)∥𝑝 = 0,

що i завершує доведення теореми 3.2.
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3.3 Iнварiантнi мiри

В цьому пiдроздiлi ми доведемо основний результат даного роздiлу, а
саме теорему 3.4, про iснування iнварiантних мiр. Iдея доведення базується
на пiдходi компактностi [28]. Нехай 𝑢 (𝑡) є м’яким розв’язком рiвняння (3.1),
що задовольняє умову (3.7). Нашою метою є доведення того факту, що сiм’я
розподiлiв L(𝑢𝑡 ), 𝑡 ≥ 𝑇 , with 𝑇 ≥ 2ℎ, породжених розв’язком є щiльною в 𝐶ℎ. А
саме, ми покажемо, що для довiльного 𝜀 > 0 iснує компакт 𝐾𝜀 ⊂ 𝐶ℎ, такий, що

𝑃{𝑢𝑡 ∈ 𝐾𝜀} > 1 − 𝜀. (3.24)

Справедива наступна рiвнiсть

𝑢𝑇 = 𝑢 (𝑇 + 𝜃 ) = 𝑆 (𝑇 + 𝜃 ) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑇+𝜃 ) −
𝑇+𝜃∫
0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠

+
𝑇+𝜃∫
0

𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑠)𝑑𝑠 +
𝑇+𝜃∫
0

𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑠)𝑑𝑊 (𝑠). (3.25)

Лема 3.7. Нехай 𝜑 (𝑡, 𝜔) : 𝐶ℎ × Ω → 𝐶ℎ є випадковим процесом таким, що для всiх

𝛾 > 0
lim
𝜎→0

𝑃{𝜔 : sup
𝑡,𝑠∈[−ℎ,0],|𝑡−𝑠 |<𝜎

∥𝜑 (𝑡, 𝜔) − 𝜑 (𝑠, 𝜔)∥𝐶ℎ > 𝛾} = 0. (3.26)

Тодi, для довiльного 𝜀 > 0 iснує множина 𝐵𝜀 ∈ Ω така, що:

1. 𝑃{𝐵𝜀} > 1 − 𝜀;
2. сiм’я функцiй {𝜑 (𝑡, 𝜔), 𝜔 ∈ 𝐵𝜀} є рiвностепенево неперервною на [−ℎ, 0].

Доведення. Iз (3.26) випливає, що для кожного 𝜀 > 0 iснує {𝛿𝑘, 𝑘 ≥ 1} таке, що
𝛿𝑘 → 0 i

𝑃{𝜔 : sup
𝑡,𝑠∈[−ℎ,0],|𝑡−𝑠 |<𝜎

∥𝜑 (𝑡, 𝜔) − 𝜑 (𝑠, 𝜔)∥𝐶ℎ >
1
𝑘
} ≤ 𝜀

2𝑘
. (3.27)

Позначимо

𝐴𝑘 := {𝜔 : sup
𝑡,𝑠∈[−ℎ,0],|𝑡−𝑠 |<𝜎

∥𝜑 (𝑡, 𝜔) − 𝜑 (𝑠, 𝜔)∥𝐶ℎ >
1
𝑘
}.

Тодi з (3.27) отримуємо, що

𝑃{∪𝑘≥1𝐴𝑘} ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑃 (𝐴𝑘) ≤ 𝜀.
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Покладемо

𝐵 := ∪𝑘≥1𝐴𝑘 = ∩𝑘≥1𝐴𝑘 = ∩𝑘≥1{𝜔 : sup
𝑡,𝑠∈[−ℎ,0],|𝑡−𝑠 |<𝜎

∥𝜑 (𝑡, 𝜔) − 𝜑 (𝑠, 𝜔)∥𝐶ℎ ≤ 1
𝑘
}.

Тодi 𝑃{𝐵} > 1−𝜀, а якщо𝜔 ∈ 𝐵, то𝜔 ∈ 𝐴𝑘 , i для кожного𝛾 > 0 виберемо 𝑘 > 1
𝛾
, що

означатиме ∥𝜑 (𝑡, 𝜔) − 𝜑 (𝑠, 𝜔)∥𝐶ℎ ≤ 1
𝑘
< 𝛾 for |𝑡 − 𝑠 | < 𝛿𝑘 . Це i завершує доведення

леми 3.7. □

Лема 3.8. Нехай 𝐷 множина функцiй 𝜑𝑡 ∈ 𝐶 ( [−ℎ, 0],𝐶ℎ), що має наступнi власти-

востi:

1. iснує 𝑅 > 0 таке, що

∥𝜑0∥𝐶ℎ ≤ 𝑅 для всiх 𝜑𝑡 ∈ 𝐷.

2. множина функцiй 𝐷 є рiвностепенево неперевною на [−ℎ, 0] по 𝑡 .
Тодi множина {𝑔(𝜑𝑡 ), 𝜑 ∈ 𝐷} є компактом в 𝐶ℎ.

Доведення. Для доведення використаємо нескiнченновимiрну версiю теореми
Арцела-Асколлi. Для цього потрiбнодовести два твердження:

[i] Для фiксованого 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], множина {𝑔(𝜑𝑡 ), 𝜑 ∈ 𝐷} є компактом в 𝐻 ;
[ii] для довiльного 𝜀 > 0, iснує 𝛿 > 0 таке, що

∥𝑔(𝜑𝑡 ) − 𝑔(𝜑𝑠)∥ < 𝜀, якщо |𝑡 − 𝑠 | < 𝛿, 𝑡, 𝑠 ∈ [−ℎ, 0] .

Як випливає iз визначення множини 𝐷 , iснує 𝐶 > 0 таке, що

sup
𝑡∈[−ℎ,0]

∥𝜑𝑡 ∥𝐶ℎ ≤ 𝐶 for any 𝜑𝑡 ∈ 𝐷.

Використавши умову (H3), отримаємо

∥𝑔(𝜑𝑡 )∥𝛼 ≤ 𝑀𝑔∥𝜑𝑡 ∥𝐶ℎ + ∥𝑔(0)∥ ≤ 𝑀𝑔𝐶 + ∥𝑔(0)∥ .

Отже, множина 𝐷 обмежена в 𝐻𝛼 , тому, як випливає з леми 3.1, компактна в 𝐻 .
Бiльш того, для всiх 𝜀 > 0 справедлива нерiвнiсть

∥𝑔(𝜑𝑡 ) − 𝑔(𝜑𝑠)∥ ≤ ∥𝑔(𝜑𝑡 ) − 𝑔(𝜑𝑠)∥𝛼 ≤ 𝑀𝑔∥𝜑𝑡 − 𝜑𝑠 ∥𝐶ℎ,

що i завершує доведення леми. □
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Лема 3.9. Оператор

[𝐵𝜑] (𝜃 ) :=
𝑇+𝜃∫
0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠

є компактним оператором з 𝐶 ( [0,𝑇 ], 𝐻𝛼) в 𝐶ℎ.

Доведення. Для доведення ми знову застосуємо нескiнченновимiрний аналог
теореми Арцела-Асколлi. Для фiксованих 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] i 𝜀 > 0 позначимо

[𝐵𝜀𝜑] (𝜃 ) :=
𝑇+𝜃−𝜀∫

0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠 =
𝑇+𝜃−𝜀∫

0

𝐴𝑆 (𝜀)𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠,

Оскiльки 𝐴 є генератором аналiтичної напiвгрупи, то 𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝜑 (𝑠) ∈ 𝐷 (𝐴).
Отже,

𝑇+𝜃−𝜀∫
0

𝐴𝑆 (𝜀)𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑆 (𝜀)
𝑇+𝜃−𝜀∫

0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠.

Але






𝑇+𝜃−𝜀∫

0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠








≤

𝑇+𝜃−𝜀∫
0

𝐶1−𝛼 (𝑇 + 𝜃 − 𝜀 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑠)∥𝛼 ≤ 𝐶1−𝛼𝑇 𝛼

𝛼
sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑠)∥𝛼 .

Оскiльки множина 𝑆 (𝜀) компактна, то приходимо до висновку, що оператори
𝐵𝜀 компактнi. Далi отримуємо

∥𝐵𝜀𝜑 − 𝐵𝜑 ∥ ≤
𝑇+𝜃∫

𝑇+𝜃−𝜀

𝐶1−𝛼 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑠)∥𝛼 → 0, 𝜀 → 0.

Отже, послiдовнiсть операторiв 𝐵𝜀 збiгається до оператора 𝐵 в рiвномiрнiй
операторнiй нормi, а тому 𝐵 є компактним оператором i множина

{𝐵𝜑 (𝜃 ) : sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑡)∥𝛼 ≤ 1}
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є компактом в 𝐻 . Зафiксуємо 𝜃 i 𝑟 так, що −ℎ ≤ 𝜃 ≤ 𝜃 + 𝑟 ≤ 0. Тодi для 𝜑 , що
задовольняє нерiвнiсть sup𝑡∈[0,𝑇 ] ∥𝜑 (𝑡)∥𝛼 ≤ 1 матимемо

∥(𝐵𝜑 (𝜃 + 𝑟 ) − 𝐵𝜑 (𝜃 )∥ ≤








𝑇+𝜃∫
0

(𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 + 𝑟 − 𝑠) −𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠))𝜑 (𝑠)𝑑𝑠








+








𝑇+𝜃+𝑟∫
𝑇+𝜃

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 + 𝑟 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠







 := 𝐽1 + 𝐽2.

З урахуванням леми 3.2, для 𝐽2 маємо оцiнку:

𝐽2 ≤
𝑇+𝜃+𝑟∫
𝑇+𝜃

𝐶1−𝛼 (𝑇 + 𝜃 + 𝑟 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑡)∥𝛼 → 0, 𝑟 → 0.

Щоб оцiнити 𝐽1 проведемо наступнi мiркування:

𝐽1 ≤
𝑇+𝜃∫
0

∥(𝐴𝑆 (𝑠 + 𝑟 ) −𝐴𝑆 (𝑠))𝜑 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)∥ 𝑑𝑠.

Оскiльки 𝑆 (𝑠)𝜑 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) ∈ 𝐷 (𝐴), то використовуючи властивiсть неперервностi
напiвгрупи, матимемо

(𝐴𝑆 (𝑠 + 𝑟 ) −𝐴𝑆 (𝑠))𝜑 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) = 𝑆 (𝑟 )𝐴𝑆 (𝑠)𝜑 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) −𝐴𝑆 (𝑠)𝜑 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) → 0, 𝑟 → 0.

Бiльш того,
∥𝐴𝑆 (𝑠 + 𝑟 )𝜑 (𝑠)∥ ≤ 𝐶1−𝛼

𝑠1−𝛼 sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝜑 (𝑡)∥𝛼 .

Отже, з використанням теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть 𝐽1 → 0 якщо
𝑟 → 0, що i завершує доведення леми 3.9. □

Наступний результат отримано в [49], Lemma 3.3:

Лема 3.10. Для довiльних 𝑝 > 2 i 𝛽 ∈ ( 1
𝑝
, 1] оператор

(𝐺𝛽𝜑) (𝜃 ) =
𝑇+𝜃∫
0

(𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝛽−1𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜑 (𝑠)𝑑𝑠

є компактним оператором iз 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ], 𝐻 ) в 𝐶ℎ.
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Тепер для довiльних 𝜑 ∈ 𝐶ℎ,𝜓, 𝜂 ∈ 𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ], 𝐻 ), i 𝜉 ∈ 𝐶 ( [0,𝑇 ], 𝐻 ), введемо

𝜇 [𝜑, 𝜉,𝜓, 𝜂] := 𝑆 (𝑇 + 𝜃 ) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) − 𝑔(𝑢𝑡 )

+
𝑇+𝜃∫
0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜉 (𝑠)𝑑𝑠 + (𝐺1𝜓 ) (𝜃 ) + (𝐺𝛽𝜂) (𝜃 ),

i позначимо

𝐾 (𝑟 ) := {𝜇 [𝜑, 𝜉,𝜓, 𝜂] ∈ 𝐶ℎ : ∥𝜑 ∥𝐶ℎ ≤ 𝑟, sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

∥𝜉 ∥ ≤ 𝑟,

∥𝜓 ∥𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ],𝐻 ) ≤ 𝑟, ∥𝜂∥𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ],𝐻 ) ≤ 𝑟 }.

Iз лем 3.9 i 3.10випливає, що множина 𝐾 (𝑟 ) є компактом в 𝐶ℎ.
Нехай тепер𝑢 (𝑡, 𝜑) є розв’язком рiвняння (3.1) iз початковими даними 𝜑 ∈ 𝐶ℎ.

Лема 3.11. Далi введемо функцiю

𝑧 (𝜃 ) := 𝑆 (𝑇 + 𝜃 ) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) +
𝑇+𝜃∫
0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠 (𝜑))𝑑𝑠+

𝑇+𝜃∫
0

𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑠 (𝜑))𝑑𝑠 +
𝑇+𝜃∫
0

𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑠 (𝜑))𝑑𝑊 (𝑠) .

Нехай виконанi умови теореми 3.1. Тодi iснує стала 𝐶 > 0 така, що для довiльного

𝑟 > 0 i довiльного 𝜑 ∈ 𝐶ℎ з ∥𝜑 ∥𝐶𝑟 ≤ 𝑟 , маємо

𝑃{𝑧 (𝜃 ) ∈ 𝐾 (𝑟 )} ≥ 1 −𝐶𝑟−𝑝 (1 + ∥𝜑 ∥𝑝
𝐶𝑟
).

Доведення. Зафiксвуємо 𝑝 > 2 i 𝛽 ∈
(

1
𝑝
, 1

2

)
. Використовуючи факторизацiйну

формулу [28], Th.5.2.5, отримаємо

𝑧 (𝜃 ) = 𝑆 (𝑇 + 𝜃 ) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)) +
𝑇+𝜃∫
0

𝐴𝑆 (𝑇 + 𝜃 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠 (𝜑))𝑑𝑠+

(𝐺1𝑓 (𝑢𝑠)) (𝜃 ) +
sin(𝛽𝜋)
𝜋

(𝐺𝛽𝑌 (𝑠)) (𝜃 ),

де

𝑌 (𝑠) =
𝑠∫

0

(𝑠 − 𝜏)−𝛽𝑆 (𝑠 − 𝜏)𝜎 (𝑢𝜏)𝑑𝑊 (𝜏).
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Iз леми 7.2 [78] випливає

𝔼

𝑇∫
0

∥𝑌 (𝑠)∥𝑝𝑑𝑠 = 𝔼

𝑇∫
0








𝑠∫

0

(𝑠 − 𝜏)−𝛽𝑆 (𝑠 − 𝜏)𝜎 (𝑢𝜏)𝑑𝑊 (𝜏)








𝑝

≤ 𝐶𝑝0𝔼
𝑇∫
0

©­«
𝑠∫

0

(𝑠 − 𝜏)−2𝛽 ∥𝜎 (𝑢𝜏 ∥2
L0

2
𝑑𝜏

ª®¬
𝑝/2

𝑑𝑠.

Отже, використавши нерiвнiсть Хаусдорфа-Юнга для конволюцiй та умову
(H2)(i), отримаємо

𝔼

𝑇∫
0

∥𝑌 (𝑠)∥𝑝𝑑𝑠 ≤ 𝐶21
©­«
𝑇∫
0

𝑡−2𝛽𝑑𝑡
ª®¬
𝑝

2 (
1 + 𝔼 sup

𝑡∈[0,𝑇 ]
∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ

)
.

Значить, прийнявши до уваги (3.23) i лему 3.4, матимемо

𝔼

𝑇∫
0

∥𝑌 (𝑠)∥𝑝𝑑𝑠 ≤ 𝐶22
(
1 + ∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ

)
.

Аналогiчно,

𝔼

𝑇∫
0

∥ 𝑓 (𝑢𝑠)∥𝑝𝑑𝑠 ≤ 𝐶23
(
1 + 𝔼∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ

)
.

Бiльш того, iз використанням умови (H3), (3.23)i леми 3.4 дiйдемо висновку

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝑔(𝑢𝑠 (𝜑))∥𝑝𝛼 ≤ 𝐶24
(
1 + ∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ

)
.

Таким чином

𝑃{𝑧 (𝜃 ) ∉ 𝐾 (𝑟 )} ≤ 𝑃{∥ 𝑓 (𝑢𝑠 (𝜑))∥𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ],𝐻 ) > 𝑟 } + 𝑃{∥𝑌 (𝑠)∥𝐿𝑝 ( [0,𝑇 ],𝐻 ) >
𝜋𝑟

sin(𝛽𝜋) }

+ 𝑃{ sup
𝑠∈[0,𝜏]

∥𝑔(𝑢𝑠 (𝜑))∥𝛼 > 𝑟 } ≤ 𝑟−𝑝𝐶
(
1 + 𝔼∥𝜑 ∥𝑝

𝐶ℎ

)
,

що завершує доведення леми 3.11. □

Має мiсце наступне твердження.

Лема3.12. Випадковийпроцес𝑢𝑇+𝜃 задовольняє спiввiдношення (3.26) якщо𝔼∥𝑢0∥𝑝𝐶ℎ <

∞.
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Доведення. Доведення випливає iз нерiвностi Чебишева. Дiйсно, для довiльного
𝛾 > 0 маємо

𝑃{ sup
𝜃1,𝜃2∈[−ℎ,0]

∥𝑢𝑇+𝜃1 − 𝑢𝑇+𝜃2∥𝐶ℎ > 𝛾} ≤ 1
𝛾𝑝

𝔼 sup
𝜃1,𝜃2∈[−ℎ,0]

∥𝑢𝑇+𝜃1 − 𝑢𝑇+𝜃2∥
𝑝

𝐶ℎ
.

Нехай 𝜇 := 𝜃2 − 𝜃1. Тодi

sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢𝑇+𝜃+𝜇 − 𝑢𝑇+𝜃 ∥𝑝𝐶ℎ ≤ sup
𝜃∈[−ℎ,0]

sup
𝑠∈[𝑇−ℎ,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑠 + 𝜃 + 𝜇) − 𝑢 (𝑠 + 𝜃 )∥𝑝

≤ sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑠 + 𝜇) − 𝑢 (𝑠)∥𝑝,

оскiльки𝑇 > 2ℎ. Отже,𝑢 (𝑠, 𝜔) є неперервним в𝐻 з ймовiрнiстю 1 на [0,𝑇 ]. Таким
чином 𝑢 (𝑠) є рiвномiрно неперервним на [0,𝑇 ], отже

sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑠 + 𝜇) − 𝑢 (𝑠)∥𝑝 → 0 a.s. as 𝜇 → 0.

Значить
𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑠 + 𝜇)∥𝑝 ≤ 𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇+1]

∥𝑢 (𝑠)∥𝑝 < ∞,

згiдно теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть, маємо

𝔼 sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

∥𝑢 (𝑠 + 𝜇) − 𝑢 (𝑠)∥𝑝 → 0 as 𝜇 → 0,

отже,
𝔼 sup
𝜃1,𝜃2∈[−ℎ,0],|𝜃1−𝜃2 |<𝛿

∥𝑢𝑇+𝜃1 − 𝑢𝑇+𝜃2∥
𝑝

𝐶ℎ
→ 0, якщо 𝛿 → 0,

що завершує доведення леми. □

Повернемось до доведення теореми 3.4. Для довiльного 𝜀 > 0 покажемо
iснування компактної множини 𝐾𝜀 в 𝐶ℎ, що задовольняє умову (3.24). Iз леми
3.12, 𝑢𝑇+𝜃 випливає виконання умови (3.26), значить iснує множина 𝐵𝜀/3 така, що
𝑃{𝐵𝜀} > 1 − 𝜀

3, i так, що множина функцiй

{𝑢𝑇+𝜃 (𝜔), 𝜔 ∈ 𝐵𝜀/3}

є рiвностепеневою на [−ℎ, 0]. Далi виберемо 𝑅1 > 0 так, щоб

𝑃{∥𝑢𝑇 ∥𝐶ℎ > 𝑅1} ≤
𝜀

3 .
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Згiдно умови (3.7), такий вибiр завжди можливий. Отже, згiдно леми 3.8 iснує
компактна множина 𝐾 2𝜀

3
∈ 𝐶ℎ така, що

𝑃{𝑔(𝑢𝑇+𝜃 ) (𝜔) ∈ 𝐾 2𝜀
3
} ≥ 1 − 2𝜀

3 . (3.28)

Використовуючи марковську властивiсть при 𝑡 > 𝑇 , для довiльної борелiвської
множини 𝐾 ⊂ 𝐶ℎ отримаємо

𝑃{𝑢𝑡 ∈ 𝐾} = 𝔼(𝑃 (𝑢𝑡 ∈ 𝐾 |F𝑡−1)) = 𝔼(𝑃 (0, 𝑢𝑡−𝑇 ,𝑇 , 𝐾))
≥ 𝔼(𝑃 (0, 𝑢𝑡−𝑇 ,𝑇 , 𝐾)𝜒{∥𝑢𝑡−𝑇 ∥𝑝𝐶ℎ≤𝑅1}). (3.29)

Тепер, прийнявши до уваги лему 3.11, ми можемо вибрати 𝑟 > 𝑅1 так, що

𝑃{𝑧 (𝜃 ) ∈ 𝐾 (𝑟 )} ≥ 1 − 𝜀

3 . (3.30)

З (3.25), (3.28) i (3.30) випливає iснування компакта 𝐾𝜀 ⊂ 𝐶ℎ такого, що

𝑃{𝑢𝑇 ∈ 𝐾 (𝜀)} ≥ 1 − 𝜀.

Поклавши 𝐾 = 𝐾𝜀 in (3.29) матимемо

𝑃{𝑢𝑡 ∈ 𝐾 (𝜀)} ≥ (1 − 𝜀)𝑃{∥𝑢𝑡−𝑇 ∥𝑝𝐶ℎ ≤ 𝑅1}.

Iз урахуванням тепер умови (3.7), доведення теореми 3.4 завершене.

3.4 Застосування до рiвнянь параболiчного типу

Достатнi умови iснування iнварiантних мiр, отриманi у попередньому пiд-
роздiлi, мiстять одну умову, яку досить складно перевiряти, а саме умову
iснування глобально обмеженого розв’язку. У застосуваннях бажано було б
мати якiсь коефiцiєнтнi умови iснування такого розв’язку. В даному пiдроздiлi
ми приведемо такi умови для стохастичних функцiонально-диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних параболiчного типу iз головним елiптичним
оператором 𝐴. Ми також приведемо приклад нелiпшицевих нелiнiйностей 𝑓
and 𝜎 , що задовольняють умови основної теореми.

Нехай 𝐷 –обмежена область в ℝ𝑑 з межею 𝜕𝐷 , що задовольняє умову Ляпу-
нова, у якостi основного гiльбертового простору вiзьмемо 𝐻 = 𝐿2(𝐷) i

𝐴𝑢 =

𝑑∑︁
𝑖, 𝑗=1

(𝑎𝑖, 𝑗 (𝑥)𝑢𝑥𝑖 )𝑥 𝑗 = 𝑑𝑖𝑣 (𝑎(𝑥)∇𝑢).
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Тут 𝑎𝑖, 𝑗 неперервнi за Гельдером коефiцiєнти iз показником Гельдера 𝛽 ∈ (0, 1),
симетричнi, обмеженi i задовольняють умову рiвномiрної елiптичностi

𝑑∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝑎𝑖, 𝑗𝜂𝑖𝜂 𝑗 ≥ 𝐶0∥𝜂∥2, 𝜂 ∈ ℝ𝑑,

для деякої сталої 𝐶0 > 0. Нехай, також 𝑒𝑛 (𝑥) є ортонорваним базисом в 𝐻 таким,
що 𝑒𝑛 ∈ 𝐿∞(𝐷) i sup𝑛 ∥𝑒𝑛∥𝐿∞(𝐷) < ∞. Введемо наступний коварiацiйний оператор
𝑄 ∈ L(𝐻 ) такий, що 𝑄 є невiд’ємним i 𝑇𝑟 (𝑄) < ∞, а також 𝑄𝑒𝑛 = 𝜆𝑛𝑒𝑛. Це
дозволяє визначити наступний випадковий процес

𝑊 (𝑡) :=
∞∑︁
𝑖=1

√︁
𝜆𝑖𝛽𝑖 (𝑡)𝑒𝑖 (𝑥), 𝑡 ≥ 0,

що є 𝑄-вiнеровим процесом для 𝑡 ≥ 0, який приймає значення в 𝐿2(𝐷). Ви-
значимо також 𝑈 := 𝑄

1
2 (𝐿2(𝐷)). Iз [70], Lemma 2.2, випливає, що 𝑈 ∈ 𝐿∞(𝐷).

Iз [70] випливає, що даний оператор дiє Ψ : 𝑈 → 𝐻 . Для фiксованого 𝜑 ∈ 𝐿2(𝐷),
покладемо Ψ(𝜑) = 𝜑 · 𝜓 for 𝜓 ∈ 𝑈 . Оскiльки 𝜑 ∈ 𝐿2(𝐷) i 𝜓 ∈ 𝐿∞(𝐷), то опе-
ратор Ψ визначений коректно i отже Ψ ◦ 𝑄1/2 : 𝐿2(𝐷) → 𝐿2(𝐷) є оператором
Гiльберта-Шмiдта i його норма Гiльберта-Шмiдта задовольняє нерiвнiсть

∥Ψ ◦𝑄1/2∥2
L0

2
≤ 𝑇𝑟 (𝑄) sup

𝑛

∥𝑒𝑛∥2
∞∥𝜑 ∥2

𝐿2(𝐷) .

Основним об’єктом нашого дослiдження в даному пiдроздiлi є наступне рiвня-
ння iз запiзненням:

𝑑 [𝑢 (𝑡, 𝑥) +
∫
𝐷

𝑏 (𝑥,𝑢 (𝑡 − ℎ,𝑦), 𝑦)𝑑𝑦] = [𝑑𝑖𝑣 (𝑎(𝑥)∇𝑢 (𝑡, 𝑥)) + 𝑓 (𝑢 (𝑡 − ℎ, 𝑥))]𝑑𝑡

+ 𝜎 (𝑢 (𝑡 − ℎ, 𝑥))𝑑𝑊 (𝑡) (3.31)

при 𝑡 > 0, з 𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝜑 (𝑡, 𝑥) для 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] i 𝑢 (𝑡, 𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑡 ≥ 0.
Тут 𝑏 (𝑥, 𝑧,𝑦) : ℝ𝑑 × ℝ1 × ℝ𝑑 → ℝ, 𝑓 : ℝ → ℝ i 𝜎 : ℝ → ℝ. Введемо наступне
вiдображення

𝑔(𝜑) (𝑥) :=
∫
𝐷

𝑏 (𝑥, 𝜑 (−ℎ), 𝑦)𝑑𝑦

як вiдображення з 𝐶ℎ в 𝐿2(𝐷). Тодi задача (3.31) може бути переписана в абстра-
ктнiй формi (3.1), з 𝐷 (𝐴) = 𝐻 2(𝐷) ∩ 𝐻 1

0 (𝐷).
Має мiсце наступне твердження.
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Наслiдок 3.1. Нехай 𝑓 i 𝜎 задовольняють умови (H2) (як вiдображення

Немицького),а початковi данi 𝜑 задовольняють умову (H4). На додаток

припустимо, що дiснозначна функцiя 𝑏 є неперервною за всiма змiнними та

iснують сталi 𝐴 > 0 i𝑀𝑔 > 0 такi, що

|𝑏 (𝑥, 0, 𝑦) | + |∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧,𝑦) | ≤ 𝐴

а також

|𝑏 (𝑥, 𝑧1, 𝑦) − 𝑏 (𝑥, 𝑧2, 𝑦) | + |∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧1, 𝑦) − ∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝑧2, 𝑦) | ≤ 𝑀𝑔 |𝑧1 − 𝑧2 |

для всiх 𝑥,𝑦 ∈ 𝐷 , 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ i

2𝑀2
𝑔 𝑚𝑒𝑎𝑠

2(𝐷) < 1. (3.32)

Тодi рiвняння (3.31)має єдинийм’який розв’язок. Якщо, окрiмтого, функцiї 𝑓 ,𝜎

i 𝑏 обмеженi, то iснує iнварiантна мiра для вiдповiдної перехiдної напiвгрупи,

що вiдповiдає рiвнянню (3.31).

Доведення. Для доведення даного факту потрiбно перевiрити умови теореми 3.1.
Зауважимо, що оператор (−𝐴) є секторiальним, самоспряженим оператором. I
як випливає, наприклад, з [35], p.335 на його спектр маємо умову 𝜎 (−𝐴) > 𝜎0 > 0,
а також (−𝐴)−1 є компактним оператором. Отже, умова (H1) виконана. Окрiм
того, слiдуючи [40] введемо iнтерполяцiйний простiр 𝐷𝐴( 1

2, 2) = 𝐻
1
0 . Але, згiдно

Proposition A.17 [30] 𝐷𝐴( 1
2, 2) iзометричний до 𝐷 ((−𝐴) 1

2 ), i

∥𝑔(𝜑)∥2
1
2
= ∥𝑔(𝜑)∥2

𝐻 1
0
=

∫
𝐷

| (𝑔(𝜑) (𝑥) |2𝑑𝑥 +
∫
𝐷

|∇𝑔(𝜑) (𝑥) |2𝑑𝑥 .

Тодi∫
𝐷

|𝑔(𝜑) (𝑥) |2𝑑𝑥 =

∫
𝐷

𝑑𝑥
©­«
∫
𝐷

𝑏 (𝑥, 𝜑 (−ℎ,𝑦), 𝑦)𝑑𝑦ª®¬
2

≤ 𝐿2𝑚𝑒𝑎𝑠2(𝐷) ©­«
∫
𝐷

|𝜑 (−ℎ,𝑦) |2𝑑𝑦 + 1ª®¬ < ∞.

За теоремою Лебега про диференцiйовнiсть iнтеграла за параметром, маємо,

∇𝑔(𝜑) (𝑥) =
∫
𝐷

∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝜑 (−ℎ,𝑦), 𝑦)𝑑𝑦,
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отже ∫
𝐷

|∇𝑔(𝜑) (𝑥) |2𝑑𝑥 < ∞.

Нарештi,

∥𝑔(𝜑1) − 𝑔(𝜑2)∥2
1
2
=

∫
𝐷

|𝑔(𝜑1) (𝑥) − 𝑔(𝜑2) (𝑥) |2𝑑𝑥

+
∫
𝐷

|∇𝑥𝑔(𝜑1) (𝑥) − ∇𝑥𝑔(𝜑2) (𝑥) |2𝑑𝑥

≤
∫
𝐷

𝑑𝑥
©­«
∫
𝐷

|𝑏 (𝑥, 𝜑1(−ℎ,𝑦), 𝑦) − 𝑏 (𝑥, 𝜑2(−ℎ,𝑦), 𝑦) |𝑑𝑦
ª®¬

2

+
∫
𝐷

𝑑𝑥
©­«
∫
𝐷

|∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝜑1(−ℎ,𝑦), 𝑦) − ∇𝑥𝑏 (𝑥, 𝜑2(−ℎ,𝑦), 𝑦) |𝑑𝑦
ª®¬

2

≤ 2𝑚𝑒𝑎𝑠2(𝐷)𝑀2
𝑔 sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∫
𝐷

|𝜑1(𝜃,𝑦) − 𝜑2(𝜃,𝑦) |2𝑑𝑦

= 2𝑚𝑒𝑎𝑠2(𝐷)𝑀2
𝑔 ∥𝜑1 − 𝜑2∥2

𝐶ℎ
,

що гарантує виконання умови (H3). Таким чином [i] випливає iз теореми 3.1.
Для отримання (3.7) тепер залишається застосувати теорему 3.4. Iз умови

на спектр оператора 𝐴 випливає експоненцiальна оцiнка на норму вiдповiдної
напiвгрупи, для якої оператор 𝐴 є генератором

∥𝑆 (𝑡)∥ ≤ 𝐾𝑒−𝜎0𝑡 , 𝑡 ≥ 0.

Нехай також
|𝑓 |2 + |𝜎 |2 + |𝑏 |2 + |∇𝑥𝑏 |2 ≤ 𝐶.

Тодi iз леми 3.4 маємо

sup
𝑡≥0

𝔼∥𝑢𝑡 ∥2
𝐶ℎ

≤ 𝔼∥𝜑 ∥2
𝐶ℎ

+ sup
𝑡≥0

𝔼∥𝑢 (𝑡)∥2
𝐿2(𝐷),

звiдки отримуємо

𝔼∥𝑢 (𝑡)∥2 ≤ 5𝔼∥𝑆 (𝑡) (𝜑 (0) + 𝑔(𝜑))∥2 + 5𝔼∥𝑔(𝑢𝑡 )∥2 + 5𝔼








𝑡∫

0

𝐴𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑔(𝑢𝑠)𝑑𝑠








2
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+5𝔼








𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑢𝑠)𝑑𝑠








2

+ 5𝔼








𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜎 (𝑢𝑠)𝑑𝑊 (𝑠)








2

≤ 5𝐾2𝑒−2𝜎0𝑡𝔼∥𝜑 (0) + 𝑔(𝜑)∥2 +𝐶2𝑚𝑒𝑎𝑠2(𝐷) + 𝔼
©­«

𝑡∫
0




𝐴1/2𝑆 (𝑡 − 𝑠)∥∥𝑔(𝑢𝑠)∥1/2




𝑑𝑠ª®¬
2

+𝐾2
𝑡∫

0

𝑒−𝜎0 (𝑡−𝑠 )𝐶𝑑𝑠 + 𝐾2
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 sup
𝑛≥1

∥𝑒𝑛 ∥2
∞

𝑡∫
0

𝑒−𝜎0 (𝑡−𝑠 )𝑑𝑠.

Оскiльки ∥𝑔(𝑢𝑠)∥1/2 < ∞ i ∥𝐴1/2𝑆 (𝑡 − 𝑠)∥ ≤ 𝐶1/2(𝑡 − 𝑠)−
1
2𝑒−𝜎0(𝑡−𝑠) , то ми отриму-

ємо sup𝑡≥0 𝔼∥𝑢 (𝑡)∥2 < ∞. Таким чином умова (3.7) виконана iз врахуванням
нерiвностi Чебишева. □

Нарештi приведемо приклад нелiпшицевої нелiнiйностi, що задовольняє
умови тереми iснування та єдиностi.
Приклад 3.1. Нехай𝑚𝑒𝑎𝑠 (𝐷) = 1. Для 𝑥 ≥ 0 покладемо

𝑁 (𝑥) :=


0, 𝑥 = 0;

−𝑥 ln(𝑥), 0 < 𝑥 ≤ 𝑒−2;

𝑥 + 𝑒−2, 𝑥 > 𝑒−2.

(3.33)

Iз урахуванням зауваження 3.1, так вибрана функцiя 𝑁 задовольняє умови (a) i
(c) з (H2). Для 𝑝 > 2 нехай тепер

𝑓 (𝑥) :=


0, 𝑥 = 0;

|𝑥 |𝑝1/𝑝 |ln |𝑥 | |1/𝑝 , 0 < |𝑥 | ≤ 𝑒−2;

будь яка лiпшицева функцiя iз сталою Лiпшиця 𝐿 ≤ 1, |𝑥 | > 𝑒−2.

(3.34)
Доведемо, що для всiх 𝑥,𝑦 ∈ [0, 𝑒−2] виконана нерiвнiсть

|𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) |𝑝 ≤ 𝑁 ( |𝑥 − 𝑦 |𝑝) (3.35)

Дiйсно, оскiльки 𝑓 є вiгнутою на [0, 𝑒−2] i 𝑓 (0) = 0, то вона також є субадитивною
на цьому iнтервалi, тобто ∀𝑎, 𝑏 : 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏) ≥ 𝑓 (𝑎 + 𝑏). Остання нерiвнiсть
означає, що якщо 0 < 𝑥 < 𝑦 < 𝑒−2, то матимемо

𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦 − 𝑥) ≥ 𝑓 (𝑦),
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або
(𝑓 (𝑦) − 𝑓 (𝑥))𝑝 ≤ 𝑓 𝑝 (𝑦 − 𝑥) = 𝑁

(
(𝑦 − 𝑥)𝑝

)
.

Використавши такi ж мiркування якщо 𝑦 < 𝑥 , доведемо виконання нерiвностi
(3.35). Оскiльки 𝑓 є парною на iнтервалi [−𝑒−2, 𝑒−2] i лiпшицевою поза ним, то
неважко бачити що що нерiвнiсть (3.35) виконана для всiх 𝑥,𝑦 ∈ ℝ. Зазначимо,
що оскiльки𝑚𝑒𝑎𝑠 (𝐷) = 1, то нерiвнiсть (3.35) рiвносильна нерiвностi

∥ 𝑓 (𝜑1) − 𝑓 (𝜑2)∥𝑝 ≤ 𝑁 (∥𝜑1 − 𝜑2∥𝑝) (3.36)

що в свою чергу приводить до (H2) (b) для двох сталих початкових даних
𝜑1(𝑡, 𝑥) ≡ 𝜑1 i 𝜑2(𝑡, 𝑥) ≡ 𝜑2, 𝑥 ∈ 𝐷 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Щоб отримати (H2) (b) для не
сталих 𝜑1 i 𝜑2, ми подiлимо область 𝐷 на пiдобластi, далi апроксимуємо 𝜑1i 𝜑2

кiсково сталими функцiями, сталими у кожнiй пiдобластi та використаємо (3.35)
в поєднаннi з увiгнутiстю 𝑁 , отримаємо (3.36) для кусково сталих функцiй. Для
отримання нерiвностi (3.36) у загальному випадку тепер залишається перейти
до границi, коли число подiлiв областi прямує до нескiнченностi.

Отже, рiвняння (3.31) iз нелiпшицевою 𝑓 , що задана формулою (3.34), є при-
кладом коректно розв’язного стохастичного функцiонально-диференцiального
рiвняння нейтрального типу, що допускає iснування iнварiантної мiри. Тi ж мiр-
кування справедливi у випадку вибору 𝜎 ≡ 𝑓 , що дається формулою (3.34).Єдина
вiдмiннiсть цього випадку полягає в тому, що ми повиннi дещо модифiкувати
вибiр 𝑁 в (3.33), взявши 𝑁̃ :=

∑∞
𝑘=1 𝜆𝑘 sup𝑛 ∥𝑒𝑛∥2

∞𝑁 .

3.5 Iнварiантнi мiри одного класу лiнiйних
систем

При дослiдженнi iнварiантних мiр для стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь важливу роль вiдiграє поведiнка лiнiйної частини
рiвняння iз головним лiнiйним, необмеженим оператором. У даному роздiлi ми
розглянемо приклад лiнiйного стохастичного рiвняння, та приведемо необхiднi i
достатнi умови єдиностi iнварiантної для нього мiри. Отже, розглянемо наступне
лiнiйне стохастичне рiвняння в гiльбертовому просторi 𝐻

𝑑𝑢 = 𝐴𝑢𝑑𝑡 + 𝑑𝑤𝑏 (𝑡), (3.37)
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де 𝐴 : 𝐷 (𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻, лiнiйний, замкнутий оператор, що генерує 𝐶0–
напiвгрупу в 𝐻 , a 𝐻 – значний процес Вiнера𝑊𝑏 (𝑡) має вигляд

𝑊𝑏 (𝑡) :=
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝛽𝑛 (𝑡), (3.38)

де {𝛽𝑛, 𝑛 ≥ 0} – незалежнi, скалярнi процеси Вiнера, заданi на деякому ймовiрнi-
сному просторi (Ω, 𝐹 , 𝑃), 𝑡 ≥ 0, 𝑏𝑛 ∈ 𝐻 i

∞∑︁
𝑛=1

| |𝑏𝑛 | |2𝐻 < ∞. (3.39)

Перейдемо тепер до постановки задачi та формулювання результатiв. Нехай
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 . Через (𝑢, 𝑣) позначимо скалярний добуток в 𝐻 . Введемо в розгляд
наступний лiнiйний оператор в 𝐻

𝑢 ⊗ 𝑣 [ℎ] := 𝑢 (𝑣, ℎ), ℎ ∈ 𝐻.

Через 𝑄 позначимо наступний лiнiйний в 𝐻 оператор, пов’язаний з𝑊𝑏 (𝑡)

𝑄 :=
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖 . (3.40)

Лема 3.13. Введений формулою (3.38) випадковий процес𝑊𝑏 (𝑡) є 𝑄 - вiнеровським

процесом в 𝐻 з коварiацiйним оператором (3.40).

Нехай {𝐹𝑡 , 𝑡 ≥ 0} нормальна фiльтрацiя, узгоджена з𝑊𝑏 (𝑡). Позначимо через
𝑆 (𝑡) напiвгрупу обмежених в 𝐻 операторiв, генератором якої є оператор 𝐴.
Процес

𝑊𝐴(𝑡) =
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑊𝑏 (𝑠) (3.41)

згiдно [30] називається стохастичною конволюцiєю. Iз теореми 5.2 [30] випливає,
що процес𝑊𝐴(𝑡) є гаусiвським i з наступним коварiацiйним оператором

𝐶𝑜𝑣𝑊𝐴(𝑡) = 𝑄𝑡 =
𝑡∫

0

𝑆 (𝑠)𝑄𝑆∗(𝑠)𝑑𝑠. (3.42)
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Наступний результат стосується слiду 𝑇𝑟𝑄𝑡 (ядерної норми) даного операто-
ра.

Лема 3.14. Має мiсце наступна рiвнiсть

𝑇𝑟𝑄𝑡 =

𝑦∫
𝑜

∞∑︁
𝑖=1

| |𝑆 (𝑠)𝑏𝑖 | |2𝑑𝑠 (3.43)

Якщо 𝑇𝑟𝑄𝑡 скiнчений, то згiдно з теоремою 5.4 [30] рiвняння (3.37) має для
кожного 𝑢0(𝜔) ∈ 𝐻 , 𝑢0 ∈ 𝐹0 вимiрний єдиний слабкий розв’язок 𝑢 (𝑡), 𝑢 (0) = 𝑢0,

що задається формулою

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
𝑡∫
𝑜

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑊𝑏 (𝑠), 𝑡 ≥ 0 (3.44)

Даний розв’язок є процесом Маркова iз перехiдною функцiєю

𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝐴) = 𝑃{𝑢 ((𝑡, 𝑥) ∈ 𝐴}, (3.45)

тут 𝑢 (𝑡, 𝑥) – розв’язок (3.37) з початковою умовою 𝑢 (0, 𝑥) = 𝑥 ∈ 𝐻.
Iз перехiдною функцiєю пов’язана перехiдна напiвгрупа 𝑃𝑡 , 𝑡 ≥ 0

𝑃𝑡𝜙 (𝑥) = 𝐸𝜙 (𝑢 (𝑡, 𝑥)), 𝜙 ∈ 𝐵𝑏 (𝐻 ), 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐻, (3.46)

тут 𝐵𝑏 (𝐻 ) простiр борелевих, обмежених функцiоналiв на 𝐻.
Нехай𝐵(𝐻 ) –𝜎-алгебра борелiвських множин з𝐻 . Нагадаємо,що ймовiрнiсна

мiра 𝜇 на (𝐻, 𝐵(𝐻 )) називається iнварiантною вiдносно напiвгрупи 𝑃𝑡 , якщо∫
𝐻

𝑃𝑡𝜙 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑥) =
∫
𝐻

𝜙 (𝑥)𝑑𝜇 (𝑡)

для довiльного 𝑡 ≥ 0 i довiльної неперервної, обмеженої на 𝐻 функцiї 𝜙.
Вiдносно оператора 𝐴 будемо вважати виконаною наступну умову:

a) 𝐴 ∈ самоспряженим оператором на 𝐻 , що має дискретний спектр 𝜎 = {𝜆𝑘} i
iснує 𝜀 > 0, що |𝑅𝑒 (𝜆𝑘) | > 𝜀, для всiх 𝑘.
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Нехай {𝜙𝑘} вiдповiднi власнi значення оператора 𝐴.
Позначимо

𝑈𝐴 := 𝑆𝑝𝑎𝑛{𝜙𝑘, 𝑅𝑒 (𝜆𝑘) < 0}.

Тодi, як випливає з [45] section 7.6 оператор 𝐴 є експоненцiально дихотомi-
чним i для довiльного 𝑏 ∈ 𝑈𝐴, | |𝑆 (𝑡)𝑏 | | → 0, 𝑡 → ∞, а для довiльного 𝑏 ∉ 𝑈𝐴,

| |𝑆 (𝑡)𝑏 | | → ∞, 𝑡 → ∞. Пiдпростiр 𝑈𝐴 при цьому називають стiйким много-
видом. Вiдносно затухання розв’язкiв, що стартують iз стiйкого многовиду,
справедливий наступний результат.

Лема 3.15. | |𝑆 (𝑡)𝑢0 | | ≤ 𝑒−𝜇𝑡 | |𝑢0 | | для довiльного 𝑢0 ∈ 𝑈𝐴, де 𝜇 = 𝑚𝑎𝑥{2𝑅𝑒𝜆𝑘}, для
тих 𝜆𝑘 , що 𝑅𝑒𝜆𝑘 < 0.

Отже, дана лема показує, що напiвгрупа 𝑆 (𝑡) має експоненцiально стискаючу
властивiсть на𝑈𝐴.

Основним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.5. Нехай для оператора 𝐴 виконується умова а).

Для рiвняння (3.37) iснує єдина iнварiантна мiра тодi i тiльки тодi, коли

𝑏𝑛 ∈ 𝑈𝐴, для всiх 𝑛 ≥ 1, iншими словами

𝑏𝑛 =
∑︁

𝑘 :𝑅𝑒 (𝜆𝑘 )<0
𝑏
(𝑛)
𝑘
𝜙𝑘 .

В цьому випадку носiй iнварiантної мiри лежить в𝑈𝐴.

Перейдемо тепер до доведення лем та теореми.
Доведення леми 1. Порахуємо 𝐸 | |𝑊𝑏 (𝑡) | |2. Маємо

𝐸 | |𝑊𝑏 (𝑡) | |2 = 𝐸 (
∑︁
𝑖

𝑏𝑖 (𝑡)𝛽𝑖 (𝑡),
∑︁
𝑖

𝑏𝑖𝛽𝑖 (𝑡)) = 𝑡
∑︁
𝑖

|𝑏𝑖 |2 < ∞.

Отже𝑊𝑏 (𝑡) ∈ 𝐻 з ймовiрнiстю 1. Очевидно, що𝑊𝑏 (𝑡) є гаусiвським процесом
iз незалежними приростами i має неперервнi в 𝐻 траєкторiї. Покажемо, що
оператор 𝑄 визначений формулою (3.40) є обмежений в 𝐻 .
Дiйсно для довiльного ℎ ∈ 𝐻 маємо

| |𝑄ℎ | | ≤
∑︁
𝑖

| |𝑏𝑖 (𝑏𝑖, ℎ) | | ≤
∑︁
𝑖

| |𝑏𝑖 | |2 | |ℎ | |.
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Звiдси в силу (3.39), випливає обмеженiсть 𝑄.
Нехай ℎ, 𝑦 – довiльнi елементи в 𝐻 . Зi спiввiдношення

(𝑄ℎ,𝑦) = (
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 (𝑏𝑖, ℎ), 𝑦) =
∞∑︁
𝑖=1

(𝑏𝑖 (𝑏𝑖, ℎ), 𝑦) =
∞∑︁
𝑖=1

(𝑏𝑖, ℎ) (𝑏𝑖, 𝑦)

та

(ℎ,𝑄𝑦) = (ℎ,
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 (𝑏𝑖, 𝑦)) =
∞∑︁
𝑖=1

(ℎ,𝑏𝑖) (𝑏𝑖, 𝑦)

випливає самоспряженiсть оператора 𝑄 , а при ℎ = 𝑦 його невiд’ємнiсть. Доведе-
мо його ядернiсть.

Нехай {𝑒𝑖}∞1 – ортонормований базис в 𝐻 . Тодi

𝑇𝑟𝑄 =

∞∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑗 ) =
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑖=1

((𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖)𝑒 𝑗 , 𝑒 𝑗 ) =
∞∑︁
𝑗=1

∞∑︁
𝑖=1

(𝑏𝑖 (𝑏𝑖, 𝑒 𝑗 )𝑒 𝑗 ) =

=

∞∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑗=1

(𝑏𝑖, 𝑒 𝑗 )2 =
∞∑︁
𝑖=1

| |𝑏𝑖 | |2 < ∞.

Залишилось порахувати 𝐶𝑜𝑣𝑊𝑏 [ℎ] для довiльного ℎ ∈ 𝐻 . Маємо:

𝐶𝑜𝑣𝑊𝑏 [ℎ] := 𝐸 (𝑊𝑏 ⊗𝑊𝑏) [ℎ] =

= 𝐸 (
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝛽𝑖 (𝑡) (
∞∑︁
𝑗=1
𝑏 𝑗𝛽 𝑗 (𝑡), ℎ)) =

=

∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 (𝑏𝑖𝑡, ℎ) = 𝑡𝑄 [ℎ],

що i доводить лему 1.

Доведення леми 2. Порахуємо слiд оператора 𝑄𝑡 . Маємо

𝑆 (𝑡)𝑄𝑆∗(𝑡) = 𝑆 (𝑡) (
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖)𝑆∗(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑆 (𝑡) (𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖)𝑆∗(𝑡). (3.47)

Але

𝑆 (𝑡) (𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖)𝑆∗(𝑡) = (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖) ⊗ (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖). (3.48)
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.
Дiйсно для довiльного ℎ ∈ 𝐻 маємо

𝑆 (𝑡) (𝑏𝑖 ⊗ 𝑏𝑖)𝑆∗(𝑡)ℎ = 𝑆 (𝑡) (𝑏𝑖 (𝑏𝑖, 𝑆∗(𝑡)ℎ)) =

= 𝑆 (𝑡)𝑏𝑖 (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖, ℎ)) = (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖) ⊗ (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖),

згiдно з означенням операцiї ⊗. Тодi iз (3.48) випливає, що (3.47) набуває вигляду

𝑆 (𝑡)𝑄𝑆∗(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

(𝑆 (𝑡)𝑏𝑖) ⊗ (𝑆 (𝑡)𝑏𝑖),

а тому

𝑇𝑟𝑄𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

(𝑄𝑡𝑒𝑘, 𝑒𝑘) =

=

∞∑︁
𝑘=1

(
∞∑︁
𝑖=1

𝑡∫
0

(𝑆 (𝑠)𝑏𝑖) ⊗ (𝑆 (𝑠)𝑏𝑖) ⊗ (𝑆 (𝑠)𝑏𝑖)𝑑𝑠𝑒𝑘, 𝑒𝑘) =

=

𝑡∫
0

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑖=1

(𝑆 (𝑠)𝑏𝑖, 𝑒𝑘)2𝑑𝑠 =

=

𝑡∫
0

∞∑︁
𝑘=1

| |𝑆 (𝑠)𝑏𝑖 | |2𝑑𝑠,

що i доводить лему 2.
Доведення леми 3. Якщо 𝑢0 ∈ 𝑈𝐴, то вiн допускає розклад 𝑢0 =

∑∞
𝑘=1𝐶

0
𝑘
𝜙𝑘, де

𝐶0
𝑘
= 0, якщо 𝑅𝑒𝜆𝑘 > 0. Нехай 𝑢 (𝑡) розв’язок наступної задачi Кошi


𝑢𝑡 = 𝐴𝑢

𝑢 (0) = 𝑢0.
(3.49)

Розкладаючи 𝑢 (𝑡) за власним базисом {𝜙𝑘} оператора 𝐴, отримуємо

𝑢 (𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 (𝑡)𝜙𝑘 . (3.50)

Тодi, пiдставляючи (3.50) в (3.49) матимемо
∞∑︁
𝑘=1

𝐶
′

𝑘
(𝑡)𝜙𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 (𝑡)𝐴𝜙𝑘 =
∞∑︁
𝑖=1

𝜆𝑘𝐶𝑘 (𝑡)𝜙𝑘,
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Звiдки

𝐶𝑘 (𝑡) = 𝐶0
𝑘
𝑒𝜆𝑘𝑡 .

Тому, згiдно рiвностi Парсеваля, отримуємо

| |𝑢 (𝑡) | |2 =
∞∑︁
𝑘=1

|𝐶𝑘 (𝑡) |2 =
∑︁

𝑘 :𝑅𝑒 (𝜆𝑘 )<0
(𝐶0

𝑘
)2𝑒2𝑅𝑒𝜆𝑘𝑡 ≤

≤ 𝑒−𝜇𝑡
∞∑︁
𝑘=1

(𝐶0
𝑘
)2 = 𝑒−𝜇𝑡 | |𝑢0 | |2.

Лема 3 доведена.
Перейдемо тепер до доведення основного результату даного пiдроздiлу.
Доведення теореми. Iз експоненцiальної дихотомiї𝐴, як вказано вище, випливає,
що або | |𝑆 (𝑡)𝑏 | | → 0, 𝑡 → ∞, або | |𝑆 (𝑡)𝑏 | | → ∞, 𝑡 → ∞ для кожного 𝑏 ∈ 𝐻 .
Тому з пропозицiї 11.10 [30] випливає, що iснує не бiльше однiєї iнварiантної
мiри для рiвняння (3.37). Але з теореми 11.7 [30] тодi маємо, що iснування
iнварiантної мiри рiвносильне виконанню умови

sup
𝑡≥0

𝑇𝑟𝑄𝑡 < ∞. (3.51)

В силу леми 2 i 3 та умов теореми, маємо

𝑇𝑟𝑄𝑡 =

𝑡∫
0

∞∑︁
𝑖=1

|𝑆 (𝑠)𝑏𝑖 |2𝑑𝑠 ≤

≤
𝑡∫

0

∞∑︁
𝑖=1

𝑒−𝜇𝑡 |𝑏𝑖 |2 ≤ 1
𝜇

∞∑︁
𝑖=1

|𝑏𝑖 |2 < ∞.

Отже (3.51) виконано.

Врахувавши тепер, що | |𝑆 (𝑡)𝑏 | | → ∞, 𝑡 → ∞, якщо 𝑏 ∉ 𝑈𝐴 маємо (3.51), що ви-
конана лише у випадку, коли𝑏 ∈ 𝑈𝐴. Отже для (3.37) iснує єдина iнварiантнамiра.

Покажемо, що вона зосереджена на𝑈𝐴.
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Для цього доведемо iнварiантнiсть пiдпростору𝑈𝐴 для рiвняння (3.37), тобто
покажемо, що якщо 𝑢0 = 𝑢 (0) ∈ 𝑈𝐴, то 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈𝐴 для всiх 𝑡 > 0 з ймовiрнiстю 1.

Зазначимо, що згiдно з теоремою 5.4 [30] єдиний слабкий розв’язок з
початковою умовою 𝑢 (0) = 𝑢0 має вигляд

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑊𝑏 (𝑠), (3.52)

де𝑊𝑏 (𝑡) =
∑∞
𝑖=1 𝑏𝑘𝛽𝑘 (𝑡) i 𝑏𝑘 ∈ 𝑈𝐴. Але для довiльного ℎ ∈ 𝐻 , 𝑄ℎ =

∑∞
𝑘=1 𝑏𝑘 (𝑏𝑘, ℎ) ∈

𝑈𝐴, отже 𝑄 : 𝐻 → 𝑈𝐴.
Оскiльки 𝑄 є самоспряжений, додатньо визначеним, компактним опера-

тором, то iснує в 𝑈𝐴 його ортонормований базис {𝜓𝑘} iз додатнiми власними
числами {𝜇𝑘}, тобто

𝑄𝜓𝑘 = 𝜇𝜓𝑘 .

А отже𝑊𝑏 (𝑡) =
∑∞
𝑖=1

√
𝜇𝑖𝜓𝑖𝛽𝑖 (𝑡), згiдно з пропозицiєю 4.1 [30].

Звiдси маємо, що

𝑡∫
0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑊𝑏 (𝑠) =
∞∑︁
𝑖=1

√
𝜇𝑖

𝑡∫
0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜓𝑖𝑑𝛽𝑖 (𝑠).

Але з iншої сторони, iз означення𝑈𝐴 випливає, що𝜓𝑘 є базисом в𝑈𝐴, а тому

𝜓𝑖 =
∑︁
𝑘

𝐶0
𝑘,𝑖
𝜓𝑘

Аналогiчно до доведення леми 3 маємо, що

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜓𝑖 =
∑︁
𝑘

𝐶0
𝑘,𝑖
𝑒𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜙𝑘 ∈ 𝑈𝐴.

Останнє означає, що
∫ 𝑡

0 𝑆 (𝑡 −𝑠)𝑑𝑊𝑏 (𝑠) ∈ 𝑈𝐴. Очевидно також, що якщо𝑢0 ∈ 𝑈𝐴, то
i 𝑆 (𝑡)𝑢0 ∈ 𝑈𝐴. Отже тодi з (3.52) отримуємо, що𝑈𝐴 є iнварiантним пiдпростором
для рiвняння (3.37). Далi, використовуючи експоненцiальне затухання 𝑆 (𝑡) на
𝑈𝐴 ми можемо показати iснування iнварiантної мiри для (3.37) на𝑈𝐴, аналогiчно
до того, як це зроблено в теоремi 5 [92].
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Теорема доведена.

Приведемо тепер приклад оператора 𝐴, що задовольняє умови теореми.
Приклад 3.2. Нехай 𝐴𝑢 := 1

𝜌
𝑑𝑖𝑣 (𝜌∇𝑢), де 𝑢 = 𝐻 = 𝐿2

𝜌 (ℝ𝑑) i 𝜌 (𝑥) ∈ 𝐿1(𝑅𝑑)⋂𝐶2(ℝ𝑑)
i задовoльняє умову

1
2
Δ𝜌

𝜌
− |∇𝜌 |2

4𝜌2 → ∞, |𝑥 | → ∞. (3.53)

Покажемо тодi, що 𝐴 має дискретний спектр i𝑈𝐴 є пiдпростором натягнутим на
всi, окрiм скiнченного числа, власнi функцiї оператора 𝐴.

Для цього введемо оператора 𝐵𝑢 := Δ𝑢 − 𝑞(𝑥)𝑢, де 𝑞(𝑥) – дiйсна функцiя
в ℝ𝑑 . Надaлi використаємо наступний результат про характеризацiю спектра
оператора 𝐵 в 𝐿2(ℝ𝑑). Має мiсце теорема.

Теорема 3.6. ( [97] секц. 16.4) Нехай 𝑞(𝑥) неперервна в ℝ𝑑 функцiя, що 𝑞(𝑥) → ∞,
|𝑥 | → ∞. Тодi спектр oператора 𝐵 в 𝐿2(ℝ𝑑) є дискретним.

При цьому, якщо 𝑞(𝑥) ≥ 𝑞0, то власнi значення {𝜆𝑛} мiстяться в iнтервалi

(−∞;−𝑞0] i 𝜆𝑛 → −∞, 𝑛 → ∞.

Розглянемо тепер спектральну задачу:

знайти 𝜆 ∈ ℝ i функцiї 𝑢 ∈ 𝐿2
𝜌 (ℝ𝑑), що

1
𝜌
𝑑𝑖𝑣 (𝜌∇𝑢) + 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ ℝ𝑑 . (3.54)

За допомогою замiни 𝑢 = 𝑣𝜌−
1
2 (3.54) перепишеться у виглядi

Δ𝑣 + ( |∇𝜌 |
2

2𝜌2 − Δ𝜌

4𝜌 )𝑣 + 𝜆𝑣 = 0. (3.55)

З теореми 2 тепер маємо, що якщо виконана умова (3.53), то спектральна
задача (3.55) має дикретний вiд’ємний спектр {𝜆𝑘} з вiдповiдними власними
функцiями {𝑣𝑘 (𝑥) ∈ 𝐿2(ℝ𝑑}. Тодi {𝜆𝑘} i {𝑢𝑘 = 𝑣𝑘𝜌

− 1
2 } ∈ 𝐿2

𝜌 (ℝ𝑑) є спектром i
власними функцiями для (3.54).
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3.6 Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi вивчено стохастичнi функцiонально-диференцiальнi рiв-
няння нейтрального типу у гiльбертових просторах. Головним необмежним
оператором рiвняння є такий, що протилежний до нього є секторiальний. Пра-
вi частини рiвняння не задовольняють умову Лiпшиця. Отримано такi новi
результати:

1. доведено теорему iснування та єдиностi м’якого розвязку початкової
задачi;

2. доведено теорему про неперевну залежнiсть розв’язкiв вiд початкових
даних;

3. для розв’язкiв встановлена умова марковостi та феллеровостi;
4. отримано достатнi умови iснування iнварiантних мiр у просторах зсувiв;
5. для рiвнянь у частинних похiдних параболiчного типу отриманi коефiцi-

єнтнi умови iснування iнварiантних мiр;
6. для лiнiйних стохастичних рiвнянь у гiльбертових просторах знайдено

коефiцiєнтнi умови iснування та єдиностi iнварiантних мiр.



Роздiл 4

Слабкi та сильнi розв’язки спарених
нескiнченновимiрних стохастичних
функцiонально-диференцiальних
рiвнянь

У попередньому роздiлi вивчались розв’язки рiвнянь у самому слабкому
сенсi–м’якi розв’язки (mild solution). Iдея формулювання такого поняття йде
вiд звичайних диференцiальних рiвнянь, а саме вiд вiдомої формули Лагранжа
варiацiї довiльної сталої. Присутнiсть лiнiйної частини (у випадку звичайних
рiвнянь) дозволяє записати розв’язок у еквiвалентнiй iнтегральнiй формi за
допомогою згорток iз використанням матрицанта лiнiйної частини. Саме ця
iдея i використана у поняттi м’якого розв’язку, лише тут замiсть матрицанта
фiгурує його нескiнченновимiрний аналог–напiвгрупа 𝑆 (𝑡), породжена вiдпо-
вiдним генератором 𝐴. Дане поняття зручне тим, що при такому пiдходi у
вiдповiдних iнтегральних формулах не фiгурують необмеженi оператори. Прав-
да дане зауваження не стосується рiвнянь нейтрального типу, там необмежений
оператор все таки залишається, але вiн дiє на достатньо гладкi функцiї. Але
дане поняття розв’язку має суттєвий недолiк, воно не гарантує нiякої гладкостi
розв’язку, а лише його належнiсть вихiдному простору. Це особливо важливо
у застосуваннях, зокрема там, де виникають рiвняння у частинних похiдних
i гладкiсть розв’язку має принципове значення. Тому важливо мати понят-
тя розв’язку, що гарантує певну гладкiсть. Так виникають поняття слабких
та сильних розв’язкiв. В цьому роздiлi ми дослiджуємо питання iснування
глобальних слабких та локальних сильних розв’язкiв спарених стохастичних
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функцiонально-диференцiальних рiвнянь в гiльбертових просторах, при цьому
одне iз рiвнянь є рiвнянням iз необмеженим оператором, а iнше звичайним
функцiонально-диференцiальним рiвнянням. Важливим для застосувань є те,
що коефiцiєнти рiвняння не є глобально лiпшицевими та задовольняють умову
степеневого (не обов’язково лiнiйного) росту. Основним об’єктом дослiдження
є наступне рiвняння у гiльбертовому просторi

𝑑𝑢 (𝑡) = [𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 )𝑑𝑡, 𝑡 ≥ 0,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], ℎ > 0.

(4.1)

Тут 𝑢𝑡 = 𝑢 (𝑡) + 𝜃 , 𝑦𝑡 = 𝑦 (𝑡) + 𝜃 , 𝜃 ∈ [−ℎ, 0], 𝐴 є знову iнфiнiтизимальним
оператором аналiтичної напiвгрупи обмежених операторiв {𝑆 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} в
сепарабельному гiльбертовому просторi 𝐻 ,𝑊 (𝑡) 𝑄-вiнеровим процесом у се-
парабельному просторi Гiльберта 𝐾 , 𝑢 (𝑡) –простiр станiв, функцiонали 𝑓 i 𝑔 є
вiдображеннями iз простору неперервних функцiй на [−ℎ, 0] в 𝐻 , 𝜎 вiдображе-
ння iз цього ж простору у спецiальний простiр операторiв Гiльберта-Шмiдта.
Нарештi, 𝜙,𝜓 : [−ℎ, 0] → 𝐻 є початковими функцiями. Як уже говорилось у
вступi, рiвняння подiбного роду моделюють рiзнi процеси природознавства
iз "пам’яттю де задiянi випадковi сили. При цьому заданi зовшнi впливи, як
правило, не є лiпшицевими i такими, що задовольняють умови лiнiйного росту.
У застосуваннях зазвичай це деякi степеневi функцiї. Тому важливо отримати
умови коректної розв’язностi саме для таких нелiнiйностей.

Цей роздiл побудований таким чином. У пiдроздiлi 4.1 буде дана строга
постановка задачi та приведенi деякi допоможнi твердження. Глобальне iсну-
вання, єдинiсть та неперервна залежнiсть слабких розвязкiв вiд початкових
даних дослiджується в пiдроздiлi 4.2. В пiдроздiлi 4.3 продемонстроване засто-
сування отриманих абстрактних результатiв до стохастичної моделi серцевого
дефибрилятора, математичною моделлю якого є, так зване, бiдоменне рiвня-
ння. Питанням iснування сильних локальних розв’язкiв бiдоменних рiвнянь
присвячено пiдроздiл 4.4.

Результати цього роздiлу надрукованi у статтi [88] та апробованi на конфе-
ренцiях [89, 116].
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4.1 Постановка задачi, допомiжнi твердження та
формулювання основних теорем

Нехай𝐾 i𝐻 два сепарабельних гiльбертовi простори, а𝑉 ⊂ 𝐻 –рефлексивний
банахiв простiр iз дуальним простором 𝐻 ′. Для iдентифiкацiї простору 𝐻 з його
дуальним 𝐻 ′, маємо

𝑉 ⊂ 𝐻 � 𝐻 ′ ⊂ 𝑉 ′, (4.2)

де вкладення є неперервним i щiльним. При цьому трiйка (𝑉 ,𝐻,𝑉 ′) називається
трiйкою Гельфанда. Норми у просторах 𝑉 ,𝐻 i 𝑉 ′ позначимо | | · | |𝑉 , | | · | | i | | · | |𝑉 ′

вiдповiдно. Скалярний добуток в 𝐻 i спарку мiж 𝑉 i 𝑉 ′ позначимо (·, ·), i ⟨·, ·⟩
вiдповiдно. Норму i скалярний добуток в 𝐾 будемо позначати | | · | |𝐾 and (·, ·)
вiдповiдно.

Нехай також (Ω, F , 𝑃) повний ймовiрнiсний простiр iз нормальною фiльтра-
цiєю {F𝑡 : 𝑡 ≥ 0}, згенерованою 𝑄-вiнеровим процесом𝑊 в (Ω, F , 𝑃) з лiнiйним,
обмеженим коварiацiйним оператором таким,що tr𝑄 < ∞. Нехай також iснують
повна ортонормована система {𝑒𝑘} в 𝐾 i послiдовнiсть невiд’ємних чисел 𝜆𝑘 такi,
що 𝑄𝑒𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑘 , 𝑘 = 1, 2, . . ., i

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 < ∞. (4.3)

Такий процес Вiнера допускає розклад𝑊 (𝑡) =
∑∞
𝑘=1

√
𝜆𝑘𝛽𝑘 (𝑡)𝑒𝑘 , де 𝛽𝑘 (𝑡) є

дiйсними, стандартними процесами Вiнера, незалежними у сукупностi.
Нехай 𝑈0 = 𝑄

1
2 (𝑈 ) i 𝐿0

2 = 𝐿2(𝑈0, 𝐻 ) простiр всiх операторiв Гiльберта Шмiдта,
що дiють з 𝑈0 в 𝐻 зi скалярним добутком (Φ,Ψ)𝐿0

2
= 𝑡𝑟 [Φ𝑄Ψ∗] i нормою | |Φ| |𝐿0

2

вiдповiдно. Через 𝐶 := 𝐶 ( [−ℎ, 0];𝐻 ) позначимо простiр всiх неперервних вiд-
ображень з [−ℎ, 0] в𝐻 надiлений нормою | |𝑢 | |𝐶 = sup[−ℎ,0] 𝐻 , i 𝐿2

𝑉
:= 𝐿2((−ℎ, 0);𝑉 )

є простором 𝑉 -значних вiдображень iз нормою

| |𝑢 | |2
𝐿2
𝑉

=

0∫
−ℎ

| |𝑢 (𝑡) | |2𝑉𝑑𝑡 .

Далi приведемо умови на головний оператор𝐴 та нелiнiйностi, що фiгурують
у системi. Умови на оператор A:
(A1) 𝐴 є лiнiйним (взагалi кажучи, необмеженим ) оператором iз областю

визначення 𝐷 (𝐴), щiльною в 𝐻 так, що 𝐴 : 𝑉 → 𝑉 ′.
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(A2) Для всiх 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 iснує стала 𝛼 > 0 така, що

|⟨𝐴𝑢, 𝑣⟩| ≤ 𝛼 | |𝑢 | |𝑉 · | |𝑣 | |𝑉 .

(A3) 𝐴 задовольняє умову коерцетивностi: iснують сталi 𝛽 > 0 i 𝛾 такi, що

⟨𝐴𝑣, 𝑣⟩ ≤ −𝛽 | |𝑣 | |2𝑉 + 𝛾 | |𝑣 | |2, ∀𝑣 ∈ 𝑉 .

Умови на нелiнiйностi:
(N1) 𝑓 i 𝑔 є вiдображеннями з 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
×𝐶 в 𝐻 , 𝜎 дiє з 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
×𝐶 в 𝐿0

2.
(N2) (Умова росту) Iснують додатнi сталi 𝛼 > 0 i 𝛾 ≥ 1 такi, що

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) | | + | |𝑔(𝜙,𝜓 ) | | ≤ 𝛼 ©­«1 + ©­«
0∫

−ℎ

| |𝜙 | |𝑉𝑑𝑡
ª®¬
𝛾

+ ||𝜙 | |𝛾
𝐶
+ ||𝜓 | |𝛾

𝐶

ª®¬
i

| |𝜎 (𝜙,𝜓 ) | |2
𝐿0

2
≤ 𝛼

(
1 + ||𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶

)
.

(N3) (Локальна умова Лiпшиця). Для кожного 𝑁 > 0 iснує стала 𝐾𝑁 > 0 така, що

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) − 𝑓 (𝜙1,𝜓1) | |2 + ||𝑔(𝜙,𝜓 ) − 𝑔(𝜙1,𝜓1) | |2 + ||𝜎 (𝜙,𝜓 ) − 𝜎 (𝜙1,𝜓1) | |2

≤ 𝐾𝑁
(
| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶

)
для довiльних 𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
i𝜓,𝜓1 ∈ 𝐶 таких, що

| |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶 < 𝑁, | |𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓1 | |2𝐶 < 𝑁 .

(N4) (Умова коерцетивностi) Iснують сталi 𝛽 > 0, 𝜆 i 𝐶1 такi, що для довiльного
𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2

𝑉
виконана нерiвнiсть

⟨𝐴𝜙 (0), 𝜙 (0)⟩ + (𝑓 (𝜙,𝜓 ), 𝜙 (0)) + (𝑔(𝜙,𝜓 ),𝜓 (0)) + | |𝜎 (𝜙,𝜓 ) | |2
𝐿0

2

≤ −𝛽 | |𝜙 (0) | |2𝑉 + 𝜆( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶) +𝐶1.

(N5) (Умова монотонностi) Для всiх 𝜙, 𝜙1 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑉
та𝜓,𝜓1 ∈ 𝐶 , маємо

2⟨𝐴(𝜙 (0) − 𝜙1(0), 𝜙 (0) − 𝜙1(0))⟩ + 2 (𝑓 (𝜙,𝜓 ) − 𝑓 (𝜙1,𝜓1), 𝜙 (0) −𝜓 (0))
+2 (𝑔(𝜙,𝜓 ) − 𝑔(𝜙1,𝜓1),𝜓 (0) −𝜓1(0)) + | |𝜎 (𝜙,𝜓 ) − 𝜎 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐿0

2

≤ 𝛿
(
| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶

)
.

для деякої сталої 𝛿 .
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Нехай 𝜙 (𝑡) ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑉
i𝜓 (𝑡) ∈ 𝐶 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Покладемо Ω𝑇 = [0,𝑇 ] × Ω.

Означення 4.1. НазвемоF𝑡 -aдаптований, випадковий процес (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) ∈ 𝑉 ×𝐻
слабким розв’язком початкової задачi (4.1) на [0,𝑇 ] якщо:
1) 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0];
2) 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑉 ), 𝑦 ∈ 𝐿2(Ω𝑇 , 𝐻 );
3) для всiх 𝑣 ∈ 𝑉 та 𝑧 ∈ 𝐻 , рiвностi

(𝑢 (𝑡), 𝑣) = (𝑢 (0), 𝑣) +
𝑡∫

0

(⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑣⟩ + (𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑣)) 𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

(𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝑣) , (4.4)

(𝑦 (𝑡), 𝑧) = (𝑦 (0), 𝑧) +
𝑡∫

0

(𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑧)𝑑𝑧,

виконуються iз ймовiрнiстю 1 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Основними результатами даного роздiлу є теореми iснування та єдиностi
слабкого розв’язку початкової задачi системи (4.1) та його неперервна залежнiсть
вiд початкових даних.

Теорема 4.1. (Iснування та єдинiсть) Нехай виконуються умови (A1)-(A3) and

(N1)-(N5). Тодi для довiльних початкових даних 𝜙 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑉
i 𝜓 ∈ 𝐶 , початкова

задача (4.1) має єдиний слабкий розв’язок (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) на [0,𝑇 ] такий, що

𝑢 ∈ 𝐿2(Ω;𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )) ∩ 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑉 ), 𝑦 ∈ 𝐿2(Ω,𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )) .

При цьому справедлива наступна енергетична рiвнiсть:

| |𝑢 (𝑡) | |2 + ||𝑦 (𝑡) | |2 = | |𝑢 (0) | |2 + ||𝑦 (0) | |2 + 2
𝑡∫

0

⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑢 (𝑠)⟩𝑑𝑠

+(𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑢 (𝑠))𝑑𝑠 + (𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑦 (𝑠))𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

| |𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠 + 2

𝑡∫
0

(𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝑢 (𝑠)). (4.5)

Теорема 4.2. (Неперервна залежнiсть вiд початкових даних) Нехай виконанi

умови теореми 2.1, а (𝜙,𝜓 ) i (𝜙1,𝜓1) є початковими умовами для розв’язкiв

(𝑢 (𝑡, 𝜙,𝜓 ), 𝑦 (𝑡, 𝜙,𝜓 )) i (𝑢 (𝑡, 𝜙1,𝜓1), 𝑦 (𝑡, 𝜙1,𝜓1)) для початкової задачi (4.1), вiдповiдно.
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Тодi iснує стала 𝐶 (𝑇 ) така, що

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

[| |𝑢𝑡 (𝜙,𝜓 ) − 𝑢𝑡 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐶 + ||𝑦𝑡 (𝜙,𝜓 ) − 𝑦𝑡 (𝜙1,𝜓1) | |2𝐶]

≤ 𝐶 (𝑇 ) ( | |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶). (4.6)

4.2 Доведення теорем iснування, єдинiстi та
неперервної залежностi

У цьому пiдроздiлi доведемо теореми iснування, єдиностi слабких розв’язкiв
початкової задачi та їх неперервної залежностi вiд початкових даних, якi були
сформульованi упопередньомупiдроздiлi. Основну труднiсть складає доведення
факту iснування слабких розв’язкiв. Тут ми застосовуємо пiдходи монотонностi
та компактностi, добре вiдомi для рiвнянь у частинних похiдних. Для кращого
розумiння коротко опишемо iдею доведення. Вона полягає у застосуваннi
гальоркiнських апроксимацiй, а саме:

1) спочатку розглядається проекцiя задачi (зрiзки) на скiнченновимiрнi пiдпо-
стори та доводиться iснування i єдинiсть розв’язкiв зрiзаних, скiнченновимiрних
задач;

2) наступним етапом є встановлення певних апрiорних оцiнок на розв’язки
зрiзаних рiвнянь. Особливiстю даних оцiнок є їх рiвномiрнiсть, тобто неза-
лежнiсть вiд розмiрностi. Цi оцiнки власне означають слабку компактнiсть
послiдовностi розв’язкiв зрiзаних рiвнянь у певних функцiональних просто-
рах, а значить i iснування слабко збiжних пiдпослiдовностей у вiдповiдних
просторах;

3) останнiм етапом доведення є обгрунтування можливостi граничного
переходу у зрiзаних рiвняннях, за умови прямування розмiрностi зрiзок до
нескiнченностi. Тут якраз i спрацьовує пiдхiд монотонностi.

При цьому, паралельно, граничним переходом встановлюється i енергети-
чна рiвнiсть для квадратiв норм. Тодi факт єдиностi i неперервна залежнiсть
розв’язкiв є прямим наслiдком енергетичної рiвностi.
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4.2.1 Доведення теореми 4.1

Доведення. Єдинiсть. Спочатку, iз використанням енергетичної рiвностi до-
ведемо единiсть. Нехай (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) i (𝑢1(𝑡), 𝑦1(𝑡)) є двома рiзними слабкими
розв’язками початкової задачi (4.1).

Тодi iз урахуванням енергетичної рiвностi (4.5) та умови (N5), легко отримати
наступне спiввiдношення

E| |𝑢 (𝑡) − 𝑢1(𝑡) | |2 + E| |𝑦 (𝑡) − 𝑦1(𝑡) | |2 = 2E
𝑡∫

0

⟨𝐴(𝑢 (𝑠) − 𝑢1(𝑠)), 𝑢 (𝑠) − 𝑢1(𝑠))⟩𝑑𝑠

+2E
𝑡∫

0

[(𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠) − 𝑓 (𝑢1
𝑠 , 𝑦

1
𝑠 ), 𝑢 (𝑠) − 𝑢1(𝑠)) + (𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠) − 𝑔(𝑢1

𝑠 , 𝑦
1
𝑠 ), 𝑦 (𝑠) − 𝑦1(𝑠))]𝑑𝑠

+E
𝑡∫

0

| |𝜎 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠) − 𝜎 (𝑢1
𝑠 , 𝑦

1
𝑠 ) | |2𝐿0

2
𝑑𝑠 ≤ 𝛿E

𝑡∫
0

(
| |𝑢𝑠 − 𝑢1

𝑠 | |2𝐶 + ||𝑦𝑠 − 𝑦1
𝑠 | |2𝐶

)
𝑑𝑠. (4.7)

Для подальших викладок нам буде потрiбна наступна лема (див. також [34]).

Лема 4.1. Має мiсце наступна нерiвнiсть:

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑢𝑡 | |2𝐶 + ||𝑦𝑡 | |2𝐶) ≤ E( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶) + E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑢 (𝑡) | |2 + ||𝑦 (𝑡) | |2). (4.8)

Отже, прийнявши до уваги (4.8), iз (4.7) матимемо

sup
𝑠∈[0,𝑇 ]

E
(
| |𝑢 (𝑠) − 𝑢1(𝑠) | |2 + ||𝑦 (𝑠) − 𝑦1(𝑠) | |2

)
≤ 𝛿

𝑡∫
0

sup
𝜏∈[0,𝑠]

E
(
| |𝑢𝜏 − 𝑢1

𝜏 | |2𝐶 + ||𝑦𝜏 − 𝑦1
𝜏 | |2𝐶

)
𝑑𝑠

≤ 𝛿
𝑡∫

0

sup
𝜏∈[0,𝑠]

E
(
| |𝑢 (𝜏) − 𝑢1(𝜏) | |2 + ||𝑦 (𝜏) − 𝑦1(𝜏) | |2

)
𝑑𝑠,

звiдки, з урахуванням нерiвностi Гронуолла, отримаємо

E
(
| |𝑢 (𝑠) − 𝑢1(𝑠) | |2 + ||𝑦 (𝑠) − 𝑦1(𝑠) | |2

)
= 0, ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] .

Тепер, використавши неперервнiсть розв’язкiв вiдносно норми в 𝐻 , приходимо
до доведення єдиностi.
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Iснування. Вiдповiдно до [25], [77] та iнших робiт, доведемо iснування
використовуючи метод гальоркiнських апроксимацiй. Як вище говорилось,
розiб’ємо доведення на кiлька крокiв.

Крок 1. Скiнченновимiрний випадок. Апроксимуючi розв’язки.

Нехай {𝑣𝑘} повний ортонормований базис для простору 𝐻 де 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 , i нехай
𝐻𝑛 = span{𝑣1, .., 𝑣𝑛}. Позначимо через 𝑃𝑛 : 𝐻 → 𝐻𝑛 ортогональний проектор
такий, що 𝑃𝑛ℎ =

∑𝑛
𝑘=1(ℎ, 𝑣𝑘)𝑣𝑘 для ℎ ∈ 𝐻 .

Розширемо 𝑃𝑛 до проекцiйного оператора 𝑃 ′𝑛 : 𝑉 ′ → 𝑉 ′
𝑛 визначеного як

𝑃 ′𝑛𝑤 =
∑𝑛
𝑘=1⟨𝑤, 𝑣𝑘⟩𝑣𝑘 для𝑤 ∈ 𝑉 ′. Очевидно, що, 𝑉𝑛 = 𝐻𝑛 = 𝑉 ′

𝑛 .
Нехай 𝐾𝑛 = span{𝑒1, ..., 𝑒𝑛}. Далi позначимо через Π𝑛 проекцiйний оператор з

𝐾 в 𝐾𝑛 так, що Π𝑛 =
∑𝑛
𝑘=1(𝑎, 𝑒𝑘)𝑒𝑘 . Введемо ще наступнi позначення:

𝐴𝑛𝑢 = 𝑃 ′𝑛𝐴𝑢, 𝑓 𝑛 (𝜙,𝜓 ) = 𝑃𝑛 𝑓 (𝜙,𝜓 ),
𝑔𝑛 (𝜙,𝜓 ) = 𝑃𝑛𝑔(𝜙,𝜓 ), 𝜎𝑛 (𝜙,𝜓 ) = 𝑃𝑛𝜎 (𝜙,𝜓 ),

для 𝑢 ∈ 𝑈 ,𝜙 ∈ 𝐶 ∩ 𝐿2
𝑈
, та𝜓 ∈ 𝐶.

Розглянемо тепер зрiзанi рiвняння щодо рiвнянь (4.1):

𝑑𝑢𝑛 (𝑡) = [𝐴𝑛𝑢𝑛 (𝑡) + 𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑡 , 𝑦𝑛𝑡 )]𝑑𝑡 + 𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑡 , 𝑦𝑛𝑡 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑡),
𝑑𝑦𝑛 (𝑡) = 𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑡 , 𝑦𝑛𝑡 )𝑑𝑡, (4.9)

𝑢𝑛 (𝑡) = 𝑃𝑛𝜙 (𝑡), 𝑦𝑛 (𝑡) = 𝑃𝑛𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],

для 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], де𝑊 𝑛 (𝑡) = Π𝑛𝑊 (𝑡).
Данi рiвняння можна розгядати, як рiвняння Iто у скiнченновимiрному

просторi ℝ𝑛. Неважко бачити, що за умов (N1)-(N5), коефiцiєнти 𝑓 𝑛, 𝜎𝑛 i 𝑔𝑛 цих
рiвнянь є локально лiпшицевими i монотонними. Отже, виконананi умови
теореми 2.3 з [101] (про iснування та єдинiсть у скiнченновимiрному випадку),
а тому система (4.9) має єдиний розв’язок (𝑢𝑛 (𝑡), 𝑦𝑛 (𝑡)) в 𝑉𝑛 надовiльному
скiнченному iнтервалi [0,𝑇 ]. Бiльш того, даний розв’язок має властивiсть
𝑢𝑛 ∈ 𝐿2(Ω,𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )) ∩ 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑈 ) та 𝑦𝑛 ∈ 𝐿2(Ω,𝐶 ( [0,𝑇 ];𝐻 )).

Крок 2. Апрiрнi оцiнки
Встановимо тепер потрiбнi апрiорнi оцiнки для розв’язкiв скiнченнови-

мiрних апроксимацiй. Використавши тепер формулу Iто для квадрата норми
розв’язкiв рiвняння (4.9), отримаємо енергетичну рiвнiсть ускiнченновимiрному
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випадку

| |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2 = | |𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2 + 2
𝑡∫

0

⟨𝐴𝑛𝑢𝑛 (𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠)⟩𝑑𝑠

+2
𝑡∫

0

[(𝑓 𝑛 (𝑛𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝑢𝑛 (𝑠)) + (𝑔𝑛 (𝑛𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝑦𝑛 (𝑠))]𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

| |𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠 + 2

𝑡∫
0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠)) . (4.10)

Тодi, iз умови (N4), матимемо

| |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2 + 2𝛽
𝑡∫

0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈 ≤ ||𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2 + 2𝐶1𝑇

+2𝜆
𝑡∫

0

( | |𝑢𝑛𝑠 | |2𝐶 + ||𝑦𝑛𝑠 | |2𝐶)𝑑𝑠 + 2
𝑡∫

0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠)) .

Далi отримуємо

| |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2 + 2𝛽
𝑡∫

0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈

≤ ||𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2 + 2𝐶1𝑇 + 2𝜆
𝑡∫

0

sup
𝜏∈[0,𝑠]

( | |𝑢𝑛𝜏 | |2𝐶 + ||𝑦𝑛𝜏 | |2𝐶)𝑑𝑠

+2 sup
𝑠∈[0,𝑡]

|
𝑠∫

0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝜏 , 𝑦𝑛𝜏 )𝑑𝑊 𝑛 (𝜏), 𝑢𝑛 (𝜏)) |.

Отже, взявши до уваги (4.8), прийдемо до нерiвностей

sup
𝑠∈[0,𝑡]

( | |𝑢𝑛 (𝑠) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑠) | |2) + 2𝛽
𝑡∫

0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈

≤ ||𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2 + 2𝐶1𝑇 + 2𝜆𝑇 ( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶)

+2 sup
𝑠∈[0,𝑡]

|
𝑠∫

0

sup
𝜏∈[0,𝑠]

( | |𝑢𝑛 (𝜏) | |2𝐶 + ||𝑦𝑛 (𝜏) | |2𝐶)𝑑𝑠
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+2 sup
𝑠∈[0,1]

|
𝑠∫

0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝜏 , 𝑦𝑛𝜏 )𝑑𝑊 𝑛 (𝜏), 𝑢𝑛 (𝜏)) |. (4.11)

Оцiнимо останнiй член в (4.11), врахувавши другу нерiвнiсть в умовi (N2) i ма-
ксимальну нерiвнiсть для мартингалу (Theorem 2.3 in [25]). Взявши математичне
сподiвання, отримуємо

E sup
𝑠∈[0,𝑡]

( | |𝑢𝑛 (𝑠) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑠) | |2) + 2𝛽
𝑡∫

0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈

≤ ||𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2 + 2𝐶1𝑇 + 2𝜆𝑇 ( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶)

+𝐶2 +𝐶3

𝑡∫
0

E sup
𝜏∈[0,𝑠]

( | |𝑢𝑛 (𝜏) | |2𝐶 + ||𝑦𝑛 (𝜏) | |2𝐶)𝑑𝑠, (4.12)

для деяких додатнiх сталих 𝐶2 i 𝐶3. Використавши тепер лему Гронуолла та
лему 4.1, приходимо до нерiвностi

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2) +
𝑇∫
0

E| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈𝑑𝑠 ≤ 𝐴, (4.13)

для деякої додатної сталої 𝐴.

Крок 3. Слабка границя.
Перейдемо до обгрунтування слабких граничних переходiв у зрiзаних рiвня-

ннях. Iз (4.13) випливає, що iснують пiдпослiдовностi, для зручностi позначенi
знову 𝑢𝑛 i 𝑦𝑛 такi, що

𝑢𝑛 → 𝑢 слабко в 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑈 ); (∗)

𝑦𝑛 → 𝑦 слабко в 𝐿2(Ω𝑇 ,𝑈 ). (∗∗)

Далi, iз умови (N2) маємо

E

𝑇∫
0

| |𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠 ≤ 𝛼

𝑇∫
0

(1 + E( | |𝑢𝑛𝑠 | |2𝐶 + ||𝑦𝑛𝑠 | |2𝐶))𝑑𝑠 =

= 𝛼

𝑇∫
0

(1 + E( sup
𝜃∈[−ℎ,0]

( | |𝑢𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | |2)))𝑑𝑠.



104

Звiдши, врахувавши (4.8) та (4.12), можна зробити висновок про iснування сталої
𝐵 > 0 такої, що

E

𝑇∫
0

| |𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠 ≤ 𝐵.

Отже, послiдовнiсть 𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) слабко збiгається до Φ в 𝐿2(Ω𝑇 ;𝐿0
2).

Надалi використаємо наступне твердження.

Лема 4.2. При виконаннi умов теореми 4.1, для довiльного 𝑝 ∈ ℕ iснує стала

𝐶 (𝑝) > 0 така, що нерiвнiсть

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

(
| |𝑢 (𝑛) (𝑡) | |2𝑝 + ||𝑦 (𝑛) (𝑡) | |2𝑝

)
+ 𝔼

©­«
𝑇∫
0

| |𝑢 (𝑛) | |2𝑈
ª®¬
𝑝

≤ 𝐶 (𝑝) (4.14)

справедлива для всiх 𝑛 ∈ ℕ.

Доведення леми 4.2. Iз 4.2.1 отримуємо

sup
𝑠∈[0,𝑡]

(
| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑝 + ||𝑦𝑛 (𝑠) | |2𝑝

)
+ ©­«

𝑡∫
0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈
ª®¬
𝑝

≤ 𝐶
(
| |𝜙 | |2𝑝

𝐶
+ ||𝜓 | |2𝑝

𝐶

)
+

𝑡∫
0

sup
𝜏∈[0,𝑠]

(
| |𝑢𝑛 (𝜏) | |2𝑝 + ||𝑦𝑛 (𝑠𝜏) | |2𝑝

)
𝑑𝑠

+ sup
𝑠∈[0,𝑡]

|
𝑠∫

0

(
𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝜏 , 𝑦𝑛𝜏 )𝑑𝑊 𝑛 (𝜏), 𝑢𝑛 (𝜏)

)
|𝑝, (4.15)

де додатна стала𝐶 залежить лише вiд 𝑝 i 𝑡 i, що важливо, не залежить вiд 𝑛. Для
кожного 𝑛 ∈ ℕ визначимо момент зупинки

𝜏
(𝑛)
𝑅

= min{inf{𝑡 ∈ [0,𝑇 ] : | |𝑢𝑛 (𝑡) | | + | |𝑦𝑛 (𝑡) | | > 𝑅}, 𝑇 }, 𝑅 > 0.

Тут inf ∅ := ∞. Очевидно, що

lim
𝑇→∞

𝜏
(𝑛)
𝑅

= 𝑇 з ймовiрнiстю1 для всiх 𝑛 ∈ ℕ.

Останнiй член в (4.15) на iнтервалi [0, 𝑡 ∧𝜏 (𝑛)
𝑅

] оцiнюється аналогiчно до (4.11),
з використанням нерiвностi Буркхолдера-Девiса-Гандi. Отже, маємо

E sup
𝑠∈[0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅
]
|
𝑠∫

0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝜏 , 𝑦𝑛𝜏 )𝑑𝑊 𝑛 (𝜏), 𝑢𝑛 (𝜏)) |𝑝
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≤ 𝐶1(𝑝)E
©­­­«
𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅∫
0

| |𝑢𝑛 (𝜏) | |2 · | |𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝜏 , 𝑦𝑛𝜏 ) | |2𝐿0
2
𝑑𝜏

ª®®®¬
𝑝

2

≤ 𝐶1(𝑝)E
©­­­«
𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅∫
0

| |𝑢𝑛 (𝜏) | |2𝛼 (1 + ||𝑢𝑛𝜏 | |2 + ||𝑦𝑛𝜏 | |2)𝑑𝜏
ª®®®¬
𝑝

2

≤ 𝐶1(𝑝)E


𝜀

2 sup
𝑠∈[0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅
]
| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑝 (𝛼)

𝑝

2 + (𝛼)
𝑝

2

2𝜀

©­­­«
0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅∫
0

(
1 + ||𝑢𝑛𝜏 | |2 + ||𝑦𝑛𝜏 | |2

)
𝑑𝜏

ª®®®¬
𝑝

≤ 𝐶1(𝑝)
𝜀 (𝛼)

𝑝

2

2 E sup
𝑠∈[0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅
]
| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑝 +𝐶 (𝜀,𝑇 )

0,𝑡∧𝜏 (𝑛)
𝑅∫

0

(1 + ||𝑢𝑛𝜏 | |2𝑝 + ||𝑦𝑛𝜏 | |2𝑝)𝑑𝜏

≤ 𝐶1(𝑝)
𝜀 (𝛼)

𝑝

2

2 E sup
𝑠∈[0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅
]
| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑝 +𝐶1(𝜀,𝑇 ) ( | |𝜙 | |2𝑝𝐶 + ||𝜓 | |2𝑝

𝐶
)

+𝐶1(𝜀,𝑇 )E
0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅∫
0

(1 + sup
𝜏∈[0,𝑠]

( | |𝑢𝑛 (𝜏) | |2𝑝 + ||𝑦𝑛 (𝜏) | |2𝑝))𝑑𝑠. (4.16)

Тут 𝜀 > 0 достатньо мала стала, а 𝐶1(𝑝),𝐶 (𝜀,𝑇 ) and 𝐶1(𝜀,𝑇 ) –сталi iз нерiвностi
Юнга.

Зi спiввiдношень (4.15) та (4.16), використовуючи нерiвнiсть Гронуолла,
матимемо

E sup
𝑡∈[0,𝑡∧𝜏 (𝑛)

𝑅
]

©­­­«| |𝑢
𝑛 (𝑡) | |2𝑝 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2𝑝 + E

𝑟
(𝑛)
𝑅∫
0

| |𝑢𝑛 (𝑠) | |2𝑈
ª®®®¬
𝑝

𝑑𝑠

≤ 𝐶2
(
| |𝜙 | |2𝑝

𝐶
+ ||𝜓 | |2𝑝

𝐶

)
, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (4.17)

де 𝐶2 –додатна стала, незалежна вiд 𝑅 та 𝑛.
Перейшовши до границi 𝑅 → ∞ в (4.17) та застосувавши лему Фату, отрима-

ємо (4.14), що i завершує доведення леми. □
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Повернемось тепер до доведення теореми 4,1. Iз умови (N2) отримаємо оцiнки

E

𝑇∫
0

| |𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝑑𝑠

≤ 𝛼2
𝑇∫
0

E

1 +
©­«

0∫
−ℎ

| |𝑢𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | |𝑈𝑑𝜃
ª®¬
𝑗

+ sup
𝜃∈[−ℎ,0]

(
| |𝑢𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | | 𝑗 + ||𝑦𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | | 𝑗

)
2

𝑑𝑠

≤ 𝐶3(𝑇 )
(
| |𝜙 | |2 𝑗

𝐶
+ ||𝜓 | |2 𝑗

𝐶
+ E sup

𝑡∈[0,𝑇 ]

(
| |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 𝑗 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2 𝑗

)
+ℎ 𝑗

𝑇∫
0

E ©­«
0∫

−ℎ

| |𝑢𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | |2𝑈𝑑𝜃
ª®¬
𝑗

𝑑𝑠
ª®®¬ . (4.18)

Для останнього доданка в (4.18) маємо наступну оцiнку

𝑇∫
0

E ©­«
0∫

−ℎ

| |𝑢𝑛 (𝑠 + 𝜃 ) | |2𝑈𝑑𝜃
ª®¬
𝑗

𝑑𝑠 =

𝑇∫
0

E ©­«
𝑠∫

𝑠−ℎ

| |𝑢2(𝑡) | |2𝑈𝑑𝑡
ª®¬
𝑗

≤
𝑇∫
0

E ©­«
𝑇∫

−ℎ

| |𝑢2(𝑡) | |2𝑈𝑑𝑡
ª®¬
𝑗

𝑑𝑠

≤ 𝑇 ©­«E(
0∫

−ℎ

| |𝜙 (𝑡) | |2𝑈𝑑𝑡) + E(
𝑇∫
0

| |𝑢𝑛 (𝑡) | |2𝑑𝑡)ª®¬
𝑗

. (4.19)

Iз спiвiдношень (3.12) i (3.13), з використанням (4.14), приходимо до iснування
сталої 𝐶5 > 0 такої, що

E

𝑇∫
0

| |𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝑑𝑠 ≤ 𝐶5. (4.20)

Аналогiчно маємо

E

𝑇∫
0

| |𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) | |2𝑑𝑠 ≤ 𝐶5. (4.21)

Отже, 𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑡 , 𝑦𝑛𝑡 ) i 𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑡 , 𝑦𝑛𝑡 ) збiгаються слабко в 𝐿2(Ω𝑇 ;𝐻 ) до деяких границь
𝐹 та 𝐺 , вiдповiдно.
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Тепер маємо
𝑡∫

0

𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠) =
𝑡∫

0

𝑃𝑛𝜎 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )Π𝑛𝑑𝑊 (𝑠). (4.22)

Iз властивостей стохастичного iнтеграла випливає, що лiнiйний оператор,
визначений формулою (4.22) є лiнiйним вiдображенням iз 𝐿2(Ω𝑇 ;𝐿0

2) у простiр
𝐿2(Ω𝑇 ;𝐻 ). Зокрема, цей оператор є неперервним вiдносно слабкої топологiї.
Отже,

𝑡∫
0

𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠) →
𝑡∫

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) (4.23)

слабко в 𝐿∞( [0,𝑇 ];𝐿2(Ω, 𝐻 )) (оснащеного супремною нормою).
Тому, з (4.9), для всiх 𝑣 ∈ 𝑌 , 𝜙 ∈ 𝐿∞( [0,𝑇 ] × Ω), з використанням леми Фату,

отримуємо

E(
𝑇∫
0

(𝑢𝑛 (𝑡), 𝜙 (𝑡)𝑣)𝑑𝑡) = lim
𝑛→∞

E(
𝑇∫
0

(𝑢𝑛 (𝑡), 𝜙 (𝑡)𝑣)𝑑𝑡)

= lim
𝑛→∞

E[
𝑇∫
0

(𝑢𝑛 (0), 𝜙 (𝑡)𝑣)𝑑𝑡 +
𝑇∫
0

𝑡∫
0

⟨𝐴𝑛𝑢𝑛 (𝑡), 𝜙 (𝑡)𝑣⟩𝑑𝑠𝑑𝑡

+
𝑇∫
0

𝑡∫
0

(𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝜙 (𝑡)𝑣)𝑑𝑠𝑑𝑡 +
𝑇∫
0

(
𝑡∫

0

(𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠), 𝜙 (𝑡)𝑣))𝑑𝑡]

= lim
𝑛→∞

[E((𝑢𝑛 (0), 𝑣)
𝑇∫
0

𝜙 (𝑡)𝑑𝑡) + E(
𝑇∫
0

⟨𝐴𝑛𝑢𝑛 (𝑠),
𝑇∫
0

𝜙 (𝑡)𝑑𝑡 · 𝑣⟩𝑑𝑠)

+
𝑇∫
0

E(𝜙 (𝑡) (
𝑡∫

0

𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )𝑑𝑊 𝑛 (𝑠), 𝑣))𝑑𝑡]

= E ©­«
𝑇∫
0

⟨𝑢 (0) +
𝑡∫

0

𝐴𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝜙 (𝑠)𝑣⟩𝑑𝑡ª®¬ . (4.24)

Аналогiчно, для всiх 𝑧 ∈ 𝐻 маємо

E(
𝑇∫
0

(𝑦 (𝑡), 𝜙 (𝑡)𝑧)𝑑𝑡) = E(
𝑇∫
0

⟨𝑦 (0) +
𝑡∫

0

𝐺 (𝑠)𝑑𝑠, 𝜙 (𝑡)𝑧⟩𝑑𝑡). (4.25)
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Отже, пара (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) є слабким розв’язком лiнiйного рiвняння типу Iто

𝑢 (𝑡) = 𝑢 (0) +
𝑡∫

0

𝐴𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠),

𝑦 (𝑡) = 𝑦 (0) +
𝑡∫

0

𝐺 (𝑠)𝑑𝑠,

(4.26)

i, згiдно з теоремою 7.2 з [25], виконується енергетична рiвнiсть:

| |𝑢 (𝑡) | |2 + ||𝑦 (𝑡) | |2 = | |𝑢 (0) | |2 + ||𝑦 (0) | |2 + 2
𝑡∫

0

⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑢 (𝑠)⟩𝑑𝑠

+2
𝑡∫

0

[(𝐹 (𝑠), 𝑢 (𝑠)) + (𝐺 (𝑠), 𝑦 (𝑠))]𝑑𝑠 +
𝑡∫

0

| |Φ(𝑠) | |2
𝐿0

2
𝑑𝑠 + 2

𝑡∫
0

(Φ(𝑠)𝑑𝑊 (𝑠), 𝑢 (𝑠)). (4.27)

Крок 4. Слабкий розв’язок.

Наразi ми покажемо, що 𝐹 (𝑡) = 𝑓 (𝑢𝑡 , 𝑣𝑡 ), 𝐺 (𝑡) = 𝑔(𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 ) та Φ(𝑡) = 𝜎 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 ),
таким чином пара (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) буде слабким розв’язком задачi (4.1) та виконаною
буде i енергетична рiвнiсть (4.5).

Спочатку зазначимо, що для довiльної невiд’ємної, обмеженої функцiї Ψ з
(∗) та (∗∗), аналогiчно до теореми 4.2.4 in [76], випливає, що

E ©­«
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) | |𝑢 (𝑡) | |2𝑑𝑡ª®¬ ≤ lim
𝑛→∞

inf E ©­«
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) | |𝑢𝑛 (𝑡) | |2𝑑𝑡ª®¬ (4.28)

та

E ©­«
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) | |𝑦 (𝑡) | |2𝑑𝑡ª®¬ ≤ lim
𝑛→∞

inf E ©­«
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) | |𝑦𝑛 (𝑡) | |2𝑑𝑡ª®¬ . (4.29)

Застосувавши формулу для стохастичного диференцiала добутку та енерге-
тичну рiвнiсть 4.27 до виразу 𝑒−𝛿𝑡 ( | |𝑢 (𝑡) | |2 + ||𝑦 (𝑡) | |2), отримаємо

E
(
𝑒−𝛿𝑡 ( | |𝑢 (𝑡) | |2𝐻 + ||𝑦 (𝑡) | |2𝐻 )

)
− (||𝑢 (0) | |2 + ||𝑦 (0) | |2) = E(

𝑡∫
0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴𝑢 (𝑠), 𝑢 (𝑠))

+2(𝑢 (𝑠), 𝐹 (𝑠)) + 2(𝑦 (𝑠),𝐺 (𝑠)) + | |Φ(𝑠) | |2
𝐿0

2
− 𝛿 ( | |𝑦 (𝑠) | |2 + ||𝑢 (𝑠) | |2)𝑑𝑠). (4.30)
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Далi, для довiльних 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω × [−ℎ,𝑇 ];𝑉 ) та𝑤 ∈ 𝐿2(Ω × [−ℎ,𝑇 ];𝐻 ) матимемо

E(𝑒−𝛿𝑡 ( | |𝑢𝑛 (𝑡) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑡) | |2)) − (| |𝑢𝑛 (0) | |2 + ||𝑦𝑛 (0) | |2)

= E

𝑡∫
0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴𝑢𝑛 (𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠)⟩ + 2(𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝑢𝑛 (𝑠)) + (𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝑦𝑛 (𝑠))

+| |𝜎𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )Π𝑛 | |2𝐿0
2
− 𝛿 ( | |𝑢𝑛 (𝑠) | |2 + ||𝑦𝑛 (𝑠) | |2)𝑑𝑠)

≤ E(
𝑡∫

0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴(𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)), 𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)⟩) + 2(𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 )

−𝑓 𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)) + 2(𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) − 𝑔𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑦𝑛 (𝑠) −𝑤 (𝑠))
+| |𝜎 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ) − 𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠) | |2𝐿0

2
− 𝛿 ( | |𝑦𝑛 (𝑠) −𝑤 (𝑠) | |2 + ||𝑢𝑛 (𝑠) − 𝑣 (𝑠) | |2)𝑑𝑠

+E(
𝑡∫

0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴𝑢𝑛 (𝑠), 𝑣 (𝑠)⟩ + 2⟨𝐴𝑣 (𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠)⟩ − 2⟨𝐴𝑣 (𝑠), 𝑣 (𝑠)⟩

−||𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠) | |2𝐿0
2
+ 2(𝜎 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠))𝐿0

2
− 2𝛿 (𝑦𝑛 (𝑠),𝑤 (𝑠)) − 2𝛿 (𝑢𝑛 (𝑠), 𝑣 (𝑠))

+𝛿 | |𝑤 (𝑠) | |2 + 𝛿 | |𝑣 (𝑠) | |2) + 2(𝑓 𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ), 𝑣 (𝑠)) + 2(𝑓 𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑢𝑛 (𝑠))
−2(𝑓 𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑣 (𝑠)) + 2(𝑔𝑛 (𝑢𝑛𝑠 , 𝑦𝑛𝑠 ),𝑤 (𝑠)) + 2(𝑔𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑦𝑛 (𝑠)) − 2(𝑔𝑛 (𝑣𝑠,𝑤𝑠))𝑑𝑠).

(4.31)

Зазначимо, що в силу умови монотонностi(N5), перший член у (4.31) є
вiд’ємним. Перейшовши до границi при 𝑛 → ∞ в (4.31), та прийнявши до уваги
теорему Фубiнi, (4.28) i (4.29), для довiльної невiд’ємної, обмеженої функцiї Ψ
отримаємо

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡)
𝑡∫

0

(2⟨𝐴𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠), 𝑣 (𝑠)⟩ + 2⟨𝐴𝑣 (𝑠), 𝑢 (𝑠)⟩ − ||𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠) | |2𝐿0
2

+(Φ(𝑠), 𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠))𝐿0
2
− 2𝛿 (𝑦 (𝑠),𝑤 (𝑠)) − 2𝛿 (𝑢 (𝑠), 𝑣 (𝑠)) + 𝛿 | |𝑤 (𝑠) | |2 + 2(𝐹 (𝑠), 𝑣 (𝑠))

+2(𝑓 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑢 (𝑠)) − 2(𝑓 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑣 (𝑠)) + 2(𝐺 (𝑠),𝑤 (𝑠))
+2(𝑔(𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑦 (𝑠)) − 2(𝑔(𝑣𝑠,𝑤𝑠),𝑤 (𝑠)))𝑑𝑠)𝑑𝑡 . (4.32)

Пiдставивши (4.30) у лiву частину (4.32), матимемо

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) (
𝑡∫

0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴(𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)), 𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)⟩
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+2(𝐹 (𝑠) − 𝑓 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)) + 2(𝐺 (𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑦 (𝑠) −𝑤 (𝑠))
+| |Φ(𝑠) − 𝜎 (𝑣𝑠,𝑤𝑠) | |2𝐿0

2
− 𝛿 ( | |𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠) | |2 + ||𝑦 (𝑠) −𝑤 (𝑠) | |2))𝑑𝑠)𝑑𝑡) ≤ 0. (4.33)

Взявши тепер 𝑣 = 𝑢 i 𝑤 = 𝑦, отримаємо з (4.33), що Φ(𝑡) = 𝜎 (𝑢𝑡 , 𝑦𝑡 ). Тодi з
(4.33) випливає, що

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) (
𝑡∫

0

𝑒−𝛿𝑠 (2⟨𝐴(𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)), 𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)⟩

+2(𝐹 (𝑠) − 𝑓 (𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠)) + 2(𝐺 (𝑠) − 𝑔(𝑣𝑠,𝑤𝑠), 𝑦 (𝑠) −𝑤 (𝑠))
−𝛿 ( | |𝑢 (𝑠) − 𝑣 (𝑠) | |2 + ||𝑦 (𝑠) −𝑤 (𝑠) | |2))𝑑𝑠)𝑑𝑡) ≤ 0. (4.34)

Покладемо 𝑣 = 𝑢 − 𝜀𝑧,𝑤 = 𝑦 − 𝜀𝑧, де 𝑧 ∈ 𝐿2(Ω × [−ℎ,𝑇 ];𝑉 ), 𝑟 ∈ (Ω × [−ℎ,𝑇 ];𝐻 ),
а 𝜀 > 0-довiльне. Тодi, вище написана нерiвнiсть перетворюється на наступну

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) (
𝑡∫

0

𝑒−𝛿𝑠 (2𝜀⟨𝐴𝑧 (𝑠), 𝑧 (𝑠)⟩

+2((𝐹 (𝑠) − 𝑓 (𝑢𝑠 (0) − 𝜀𝑧𝑠 (0)), 𝑦𝑠 (0) − 𝜀𝑟𝑠 (0)), 𝑧 (𝑠)) + (𝐺 (𝑠) − 𝑔(𝑢𝑠 (0) − 𝜀𝑧𝑠 (0),
𝑦𝑠 (0) − 𝜀𝑟𝑠 (0)), 𝑟 (𝑠)) − 𝜀 ( | |𝑧 (𝑠) | |2 + ||𝑟 (𝑠) | |2))𝑑𝑠)𝑑𝑡) ≤ 0. (4.35)

Спрямувавши тепер 𝜀 ↓ 0 та використавши теорему Лебега про мажоровану
збiжнiсть, отримаємо

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) (
𝑡∫

0

(𝐹 (𝑠) − 𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑧 (𝑠)) + (𝐺 (𝑠) − 𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑟 (𝑠))𝑑𝑠)𝑑𝑡) ≤ 0. (4.36)

Поклавши 𝑧 (𝑠) = 0, також матимемо

E(
𝑇∫
0

Ψ(𝑡) (
𝑡∫

0

(𝐺 (𝑠) − 𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠), 𝑟 (𝑠))𝑑𝑠)𝑑𝑡) ≤ 0, ∀𝑟 ∈ 𝐿2(Ω × [−ℎ,𝑇 ];𝐻 ),

що означає рiвнiсть 𝐺 (𝑠) = 𝑔(𝑢𝑠, 𝑦𝑠). Отже, з (4.26) матимемо, що 𝐹 (𝑠) = 𝑓 (𝑢𝑠, 𝑦𝑠).
Таким чином, пара (𝑢 (𝑡), 𝑦 (𝑡)) є слабким розв’язком рiвняння (4.1). Теорема
доведена. □
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4.2.2 Доведення теореми 4.2

Доведення. Використовуючи енергетичну рiвнiсть (4.5), для рiзниць 𝑎(𝑡) =

𝑢 (𝑡, 𝜙,𝜓 ) −𝑢 (𝑡, 𝜙1,𝜓1) та 𝑏 (𝑡) = 𝑦 (𝑡, 𝜙,𝜓 ) −𝑦 (𝑡, 𝜙1,𝜓1), аналогiчно до (4.10), отрима-
ємо

| |𝑎(𝑡) | |2 + ||𝑏 (𝑡) | |2 = | |𝑎(0) | |2 + ||𝑏 (0) | |2 + 2
𝑡∫

0

⟨𝐴𝑎(𝑠), 𝑎(𝑠)⟩𝑑𝑠

+2
𝑡∫

0

[(𝑓 (𝑢𝑠 (𝜙,𝜓 ), 𝑦𝑠 (𝜙,𝜓 )) − 𝑓 (𝑢𝑠 (𝜙1,𝜓1)), 𝑎(𝑠))

+(𝑔(𝑢𝑠 (𝜙,𝜓 ), 𝑦𝑠 (𝜙,𝜓 )) − 𝑔(𝑢𝑠 (𝜙1,𝜓1), 𝑦𝑠 (𝜙1,𝜓1)), 𝑏 (𝑠))]𝑑𝑠

+
𝑡∫

0

| |𝜎 (𝑢𝑠 (𝜙,𝜓 ), 𝑦𝑠 (𝜙,𝜓 )) − 𝜎 (𝑢𝑠 (𝜙1,𝜓1), 𝑦𝑠 (𝜙1,𝜓1)) | |2𝐿0
2
𝑑𝑠

+2
𝑡∫

0

(𝜎 (𝑢𝑠 (𝜙,𝜓 ), 𝑦𝑠 (𝜙,𝜓 )) − 𝜎 (𝑢𝑠 (𝜙1,𝜓1), 𝑦𝑠 (𝜙1,𝜓1))𝑑𝑊 (𝑠)

+𝛿
𝑡∫

0

( | |𝑎𝑠 | |2𝐶 + ||𝑏𝑠 | |2𝐶)𝑑𝑠.

Звiдси, iз застосуванням максимальної нерiвностi для мартингала (Tеорема
2.3 з [25]), другої нерiвностi в умовi (N2), та леми 4.1, матимемо

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑎(𝑡) | |2 + ||𝑏 (𝑡) | |2) ≤ 𝐶6( | |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶)

+| |𝑎(0) | |2 + ||𝑏 (0) | |2 +𝐶7

𝑡∫
0

E sup
𝜏∈[0,𝑠]

( | |𝑎(𝑠) | |2 + ||𝑏 (𝑠) | |2)𝑑𝑠.

Використавши тепер нерiвнiсть Гронуолла, отримаємо

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑎(𝑡) | |2 + ||𝑏 (𝑡) | |2) ≤ 𝐶8𝑒
𝑇 ( | |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶). (4.37)

Отже, iз урахуванням (4.8), ми отримаємо нерiвнiсть

E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑎(𝑡) | |2 + ||𝑏 (𝑡) | |2) ≤ ||𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 + ||𝜓 −𝜓1 | |2𝐶 + E sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

( | |𝑎(𝑡) | |2 + ||𝑏 (𝑡) | |2).

Це, разом iз (4.37) завершує доведення теореми. □
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4.3 Застосування до стохастичної моделi
дефибрилятора. Бiдоменне рiвняння

Отриманi у попередньому пiдроздiлi результати носили теоретичний ха-
рактер, у тому сенсi, що як головний оператор так i решта вiдображень були
абстрактними. Зараз ми продемонструємо їх застосування до конкретного рiв-
няння, що є математичною моделлю реального процесу. Мова буде йти про
так зване бiдоменне рiвняння, що моделює роботу серцевого дефiбрилятора.
Класичне бiдоменне рiвняння виникає у рiзних моделях, що описують роз-
повсюдження iмпульсiв у електрофiзiологiї. Ця модель має довгу iсторiю, що
почалась iз моделi Ходжкiна-Хакслi в 1950 роках. Бiдоменнi рiвняння детально
описанi у монографiї Кеенера i Снейда [56].

Дана система рiвнянь у класичному випадку має вигляд

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) − ∇ · (𝑎𝑖∇𝑢𝑖) = 𝐼𝑖 в (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑢 + 𝑓 (𝑢,𝑤) + ∇ · (𝑎𝑒∇𝑢𝑒) = −𝐼𝑒, в (0,∞) ×𝑄,

𝜕𝑡𝑤 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0 in (0,∞) ×𝑄,

𝑢𝑖 − 𝑢𝑒 = 𝑢, в (0,∞) ×𝑄,

(4.38)

iз крайовими умовами

𝑎𝑖∇𝑢𝑖 · 𝜈 = 0, 𝑎𝑙∇𝑢𝑙 · 𝜈 = 0 на (0,∞) ×𝑄,

та початковими даними 𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.
Тут 𝑄 ⊂ ℝ𝑑 –обмежена область, функцiї 𝑢𝑖 та 𝑢𝑒 моделюють внутрiшнi та

зовнiшнi клiтиннi електричнi потенцiали, 𝑢 є трасмембранним потенцiалом
i 𝜈 є зовнiшнiм вектором нормалi до межi 𝜕𝑄 . Анiзотропнi властивостi даної
системи описуються матрицями провiдностi 𝑎𝑖 (𝑥) та 𝑎𝑒 (𝑥). При цьому функцiї 𝐼𝑖
i 𝐼𝑒 вiдповiдають за внутрiшньо- та позаклiтиннi струми стимуляцiї, вiдповiдно.
Найбiльш вiдомими iз них є наступнi:

нелiнiйнiсть Аллена-Кана, що задається формулами
𝑓 (𝑢) = 𝑢3 − 𝑢,

𝑔(𝑢) = 0,
(4.39)



113

та Фiтц-Хью-Нагумо 
𝑓 (𝑢,𝑤) = 𝑢 (𝑢 − 𝑎) (𝑢 − 1) +𝑤,

𝑔(𝑢,𝑤) = 𝑏𝑤 − 𝑐𝑢,
(4.40)

де 0 < 𝑎 < 1 i 𝑏, 𝑐 > 0 деякi сталi.
В [12], введенням нелокального iнтегро-диференцiального оператора

𝐴𝑢 = −∇(𝜎𝑖∇𝑢) + ∇(𝜎𝑖∇({∇ · (𝜎𝑖 + 𝜎𝑙 )∇}−1(∇ · 𝜎𝑖∇𝑢))),

що i називається бiдоменним, система (4.38) переписана у абстрактнiй формi
еволюцiйного рiвняння 

𝜕𝑢𝑡 + 𝑓 (𝑢,𝑤) +𝐴𝑢 = 𝑠,

𝜕𝑤𝑡 + 𝑔(𝑢,𝑤) = 0,

𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑤 (0) = 𝑤0.

(4.41)

Для системи (4.41) при виконаннi певних умов на нелiнiйностi, доведенi теореми
iснування розв’язкiв.

У роботi [47], розглянуто бiдоменне рiвняння збурене випадковими силами
типу 𝑄-вiнеровського процесу. Там отриманi теореми iснування, єдиностi,
неперевної залежностi вiд початкових даних та вивченi питання iснування
iнварiантних мiр.

Зараз ми розглянемо такого типу рiвняння, що враховує ефект запiзнен-
ня, тобто, наступне стохастичне функцiонально-диференцiальне рiвняння iз
запiзненням 

𝑑𝑢 (𝑡) = [−𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))]𝑑𝑡 + 𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢 (𝑡 − ℎ,𝑦 (𝑡 − ℎ))𝑑𝑡,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],

(4.42)

де ℎ > 0 визначає запiзнення, 𝑄 ⊂ ℝ3 є обмеженою областю iз гладкою межею
𝜕𝑄 . Щоб застосувати попереднi результати, потрiбно визначити функцiональнi
простори, якi утворюють трiйку Гельфанда. Покладемо 𝐻 := 𝐿2(𝑄), 𝐻0 := {𝑣 ∈
𝐻,

∫
𝑄
𝑣𝑑𝑥 = 0}, 𝑉 := 𝐻 1(𝑄) та 𝐷 (𝐴) := {𝑢 ∈ 𝐻 2(𝑄) ∩ 𝐻0, ∇𝑢 · 𝜈 = 0 on 𝜕𝑄}.
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Нехай 𝜎𝑖 та 𝜎𝑒 : 𝑄 → ℝ𝑛×𝑛 є симетричними матрицями i функцiями класу
𝐶1(𝑄). Бiльш того, нехай iснують додатнi сталi 𝜎 та 𝜎 де 0 < 𝜎 < 𝜎 такi, що

𝜎 |𝜉 |2 ≤ 𝜉∗𝜎𝑖 (𝑥)𝜉 ≤ 𝜎 |𝜉 |2 and 𝜎 |𝜉 |2 ≤ 𝜉∗𝜎𝑒 (𝑥)𝜉 ≤ 𝜎 |𝜉 |2 (4.43)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑄 i всiх 𝜉 ∈ ℝ𝑛.
Як показано в [12], при цьому оператор𝐴 задовольняє умови (A1)-(A3). Бiльш

того, iснує неспадна послiдовнiсть чисел {𝜆𝑛} ⊂ ℝ, що 0 < 𝜆0 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑖 ≤ . . ., а
також ортонормований базис в 𝐻 , що складається iз власних векторiв {𝜓𝑖}𝑖∈ℕ
опратора 𝐴.

Тепер можна ввести 𝑄-вiнерiв процес

𝑊 (𝑡, 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜓𝑘 (𝑥)𝛽𝑘 (𝑡),
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
< ∞.

Далi ми розглянемо два види нелiнiйностей:
1) випадок Аллена-Кана, де 𝑓 = −𝑢3(𝑡) + 𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑔 = 0;
2) випадок Фiтц-Хью-Нагумо, де

𝑓 = −𝑢3(𝑡) + (𝑎 + 1)𝑢2(𝑡) − 𝑎𝑢 (𝑡 − ℎ) − 𝑦 (𝑡 − ℎ),
𝑔 = −𝑏𝑦 (𝑡 − ℎ) + 𝑐𝑢 (𝑡 − ℎ),

𝑎 ∈ (0, 1), 𝑏 > 0, 𝑐 > 0.
Перевiримо для даних нелiнiйностей виконання умов (N1)-(N5).
У випадку Аллена-Кана ми маємо вiдображення 𝑓 (𝜙) = −𝜙3(0) +𝜙 (−ℎ). Отже,

| |𝑓 (𝜙) | |2 =
∫
𝑄

|𝜙3(0, 𝑥) − 𝜙 (−ℎ, 𝑥) |2𝑑𝑥 ≤ 2
©­­«
∫
𝑄

𝜙6(0, 𝑥)𝑑𝑥 +
∫
𝑄

𝜙2(−ℎ, 𝑥)𝑑𝑥
ª®®¬ .

Iз теорем вкадення Соболева випливає, що 𝑉 ⊂ 𝐿6(𝑄) (якщо 𝑑 = 3), а тому
справедлива нерiвнiсть ∫

𝑄

𝑢6(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝐶 ∥𝑢∥6
𝑉 .

Тодi отримуємо

| |𝑓 (𝜙) | |2 ≤ 2𝐶 | |𝜙 (0, 𝑥) | |6𝑉 + 2 sup
𝜃∈[−ℎ,0]

| |𝜙 (𝜃 ) | |2 meas(𝑄)
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=
2𝐶
ℎ6

©­«
0∫

−ℎ

| |𝜙 (0, 𝑥) | |𝑉𝑑𝑡
ª®¬

6

+ 2| |𝜙 | |2𝐶 meas(𝑄).

Таким чином, умова (N2) виконана. Очевидне також виконання i умови (N3).
Перевiримо тепер умову (N4). Маємо

(𝑓 (𝜙), 𝜙 (0)) = −(𝜙3(0), 𝜙 (0)) + (𝜙 (−ℎ), 𝜙 (0))

= −
∫
𝑄

𝜙4(0, 𝑥)𝑑𝑥 +
∫
𝑄

𝜙 (−ℎ, 𝑥) · 𝜙 (0, 𝑥)𝑑𝑥

≤ 2


∫
𝑄

𝜙2(−ℎ, 𝑥)𝑑𝑥 +
∫
𝑄

𝜙2(0, 𝑥)𝑑𝑥
 ≤ 4| |𝜙 | |2𝐶 meas(𝑄).

Оскiльки бiдоменний оператор 𝐴 задовольняє умову коерцетивностi(A3), то
умова (N4) також виконана.

Перевiримо виконання умови монотонностi (N5). Маємо

2⟨𝐴(𝜙 (0) − 𝜙1(0)), 𝜙 (0) − 𝜙1(0)⟩ + 2(𝑓 (𝜙) − 𝑓 (𝜙1), 𝜙 (0) − 𝜙1(0))
≤ −2𝛽 | |𝜙 (0) − 𝜙1(0) | |2 + 2𝛽 | |𝜙 (0) − 𝜙1(0) | |2 + 2(𝑓 (𝜙) − 𝑓 (𝜙1), 𝜙 (0) − 𝜙1(0)) . (4.44)

Оцiнимо останнiй доданок в (4.44):

(𝑓 (𝜙) − 𝑓 (𝜙1), 𝜙 (0) − 𝜙1(0))
= (−𝜙3(0) + 𝜙3

1 (0), 𝜙 (0) − 𝜙1(0)) + (𝜙 (−ℎ) − 𝜙1(−ℎ), 𝜙 (0) − 𝜙1(0))

=

∫
𝑄

(−𝜙3(0, 𝑥) + 𝜙3
1 (0, 𝑥)) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥

+
∫
𝑄

(𝜙 (−ℎ, 𝑥) − 𝜙1(−ℎ, 𝑥)) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥

≤ ||𝜙 (0) − 𝜙1(0) | |2 + 2| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 ≤ 3| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 .

Отже, умова (N5) виконана. Таким чином, рiвняння (4.42) з нелiнiйнiстю
Аллена-Кана має єдиний слабкий розв’язок.

Повернемось тепер до нелiнiйностi Фiтц-Хью-Нагумо. У цьому випадку ми
маємо наступнi вiдображення

𝑓 (𝜙,𝜓 ) = −𝜙3(0) + (𝑎 + 1)𝜙2(0) − 𝑎𝜙 (−ℎ) and 𝑔(𝜙,𝜓 ) = −𝑏𝜓 (−ℎ) + 𝑐𝜙 (−ℎ).
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Отже

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) | |2 + ||𝑔(𝜙,𝜓 ) | |2 ≤ 3
∫
𝑄

(𝜙6(0, 𝑥) + (𝑎 + 1)2𝜙4(0, 𝑥) + 𝑎2𝜙2(−ℎ, 𝑥))𝑑𝑥

+𝑏2
∫
𝑄

|𝜓 (−ℎ, 𝑥) |2𝑑𝑥 + 2𝑐2
∫
𝑄

|𝜙 (−ℎ, 𝑥) |2𝑑𝑥 .

Як i у випадку Аллена-Кана нелiнiйностi, використавши соболiвськi вкладе-
ння 𝑉 ⊂ 𝐿6(𝑄) та 𝑉 ⊂ 𝐿4(𝑄) (𝑑 = 3), отримаємо

| |𝑓 (𝜙,𝜓 ) | |2 + ||𝑔(𝜙,𝜓 ) | |2 ≤ 𝐶

ℎ6
©­«

0∫
−ℎ

| |𝜙 (0, 𝑥) | |𝑉𝑑𝑡
ª®¬

6

+3| |𝜙 | |2𝐶 meas(𝑄) + max{2𝑏2 + 2𝑐2} meas(𝑄) +𝐶1

для деякої додатної сталої 𝐶1. Таким чином, умова (N2) виконана.
Оскiльки 𝑓 (𝜙,𝜓 ) та 𝑔(𝜙,𝜓 ) є полiномами, то умова (N3) також виконана.
Перевiримо тепер умову (N4). Маємо

(𝑓 (𝜙,𝜓 ), 𝜙 (0)) + (𝑔(𝜙,𝜓 ),𝜓 (0))

= −
∫
𝑄

𝜙4(0, 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑎 + 1)
∫
𝑄

𝜙3(0, 𝑥)𝑑𝑥 − 𝑎
∫
𝑄

𝜙 (−ℎ, 𝑥)𝜙 (0, 𝑥)𝑑𝑥

−
∫
𝑄

𝜙 (−ℎ, 𝑥)𝜙 (0, 𝑥)𝑑𝑥 − 𝑏
∫
𝑄

𝜓 (−ℎ, 𝑥)𝜓 (0, 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐
∫
𝑄

𝜙 (−ℎ, 𝑥)𝜙 (0, 𝑥)𝑑𝑥

≤ 𝑐 +𝐶1( | |𝜙 | |2𝐶 + ||𝜓 | |2𝐶).

Тут ми використали той факт, що

−𝜙4 + (𝑎 + 1)𝜙3 ≤ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 .

Коерцетивнiсть бiдоменного оператора 𝐴 передбачає виконання умови (N4).
Перевiримо тепер умову (N5). Для цього маємо

(𝑓 (𝜙,𝜓 ) − 𝑓 (𝜙1,𝜓1), 𝜙 (0) − 𝜙1(0)) + (𝑔(𝜙,𝜓 ) − 𝑔(𝜙1,𝜓1),𝜓 (0) −𝜓1(0))

=

∫
𝑄

(−𝜙3(0, 𝑥) + 𝜙3
1 (0, 𝑥) + (𝑎 + 1) (𝜙2(0, 𝑥) − 𝜙2

1 (0, 𝑥))

−𝑎(𝜙 (−ℎ, 𝑥) − 𝜙1(−ℎ, 𝑥)) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥
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+
∫
𝑄

(−𝑏 (𝜓 (−ℎ, 𝑥) −𝜓1(−ℎ, 𝑥)) + 𝑐 (𝜙 (−ℎ, 𝑥) − 𝜙1(−ℎ, 𝑥)) (𝜓 (0, 𝑥) −𝜓1(0, 𝑥))𝑑𝑥

−
∫
𝑄

(𝜓 (0, 𝑥) −𝜓1(0, 𝑥)) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥

≤
∫
𝑄

(𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))2(−(𝜙2(0, 𝑥) + 𝜙 (0, 𝑥)𝜙1(0, 𝑥) + 𝜙2
1 (0, 𝑥))

+(𝑎 + 1) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥 + 6| |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 meas(𝑄) + 6𝑏 | |𝜓 −𝜓1 | |2𝐶 meas(𝑄).

Зазначимо, що

−(𝑢2
1 + 𝑢1𝑢2 + 𝑢2

2) + (𝑎 + 1) (𝑢1 + 𝑢2) ≤
(1 + 𝑎)2

3 ≤ 4
3

для всiх 𝑎 ∈ (0, 1).
Отже, маємо∫

𝑄

(𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))2(−(𝜙2(0, 𝑥) + 𝜙 (0, 𝑥)𝜙1(0, 𝑥) + 𝜙2
1 (0, 𝑥))

+(𝑎 + 1) (𝜙 (0, 𝑥) − 𝜙1(0, 𝑥))𝑑𝑥 ≤ 4
3 | |𝜙 − 𝜙1 | |2𝐶 meas(𝑄).

Таким чином, умова (N5) виконана.
Отже задача (4.42) має єдиний слабкий розв’язок як для нелiнiйностi Аллена-

Кана так i для нелiнiйностi Фiтц-Хью Нагумо.

4.4 Сильнi локальнi розвязки бiдоменних
рiвнянь

У цьому пiдроздiлi дослiдимо iснування сильних розв’язкiв бiдоменних
систем. Данi розв’язки у порiвняннi зi слабкими, маю бiльшу гладкiсть, так щоб
входити у область визначення бiдоменного оператора. Оскiльки даний оператор
мiстить другу похiдну, то i розв’язки повиннi її мати. Доведення основного
результату буде базуватись на теоремах типу Сiррiна та на теорiї критичних
просторiв.
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Отже, розглянемонаступну стохастичну системуфункцiонально-диференцiальних
рiвнянь iз головним бiдоменним оператором

𝑑𝑢 (𝑡) = [−𝐴𝑢 (𝑡) + 𝑓 (𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))]𝑑𝑡 + 𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑦 (𝑡) = 𝑔(𝑢 (𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))𝑑𝑡,

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] .

(4.45)

Тут бiдоменний оператор𝐴 i𝑄-вiнеровський процес𝑊 (𝑡) =𝑊 (𝑡, 𝑥) були введенi
у попередньому пiдроздiлi. Розв’язок будемо розумiти у наступному сенсi.

Означення 4.2. F𝑡 -aдаптований випадковий процес (𝑢 (𝑡, ·), 𝑦 (𝑡, ·)) ∈ 𝐷 (𝐴) ×𝐻
назвемо сильним розв’язком рiвняння (4.45) на [0,𝑇 ] якщо:
(a) 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡) and 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡) для майже всiх 𝑡 ∈ [−ℎ, 0];
(b) для майже всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], рiвняння

𝑢 (𝑡) = 𝑢 (0) −
∫ 𝑡

0 𝐴𝑢 (𝑠)𝑑𝑠 +
∫ 𝑡

0 𝑓 (𝑢 (𝑠 − ℎ), 𝑦 (𝑠 − ℎ))𝑑𝑠 +𝑊 (𝑡),

𝑦 (𝑡) = 𝑦 (0) +
∫ 𝑡

0 𝑔(𝑢 (𝑠 − ℎ), 𝑦 (𝑠 − ℎ))𝑑𝑠,
(4.46)

виконується iз ймовiрнiстю 1.

Для отримання основного результату, доцiльно спочатку розглянути абстра-
ктне детермiнiстичне функцiонально-диференцiальне рiвняння виду

𝑑𝑢 (𝑡)
𝑑𝑡

+𝐴𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑢𝑡 ), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],
(4.47)

в банахому просторi 𝑋 iз нормою ∥ · ∥. Тут 𝐴 є секторiальним оператором, а
отже i визначенi дробовi його степенi 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ [0, 1]. Покладемо 𝑋𝛼 = 𝐷 (𝐴𝛼1 ) i
утворимо простiр 𝑋𝛼 iз нормою графiка

∥𝑢∥𝛼 = ∥𝐴𝛼1𝑢∥, 𝑢 ∈ 𝑋𝛼 ,

де 𝐴1 = 𝐴 + 𝑎𝐸 i 𝑎 вибране так, щоб Re 𝜎 (𝐴1) > 0. Добре вiдомо, що норми,
утворенi рiзними 𝑎 є еквiвалентними (див, напр Tеорему 1.4.6 [45]).

Позначимо через 𝑋𝛼
𝐶
простiр функцiй зi значеннями в 𝑋𝛼 , неперервних

на [−ℎ, 0], надiлений нормою ∥𝑢∥𝛼
𝐶
= sup
𝜃∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝜃 )∥𝛼 . Припустимо, що 𝑓 (𝑡, 𝜙) є

вiдображенням, що дiє iз вiдкритої множини 𝑈 ⊂ [0,𝑇 ] × 𝑋𝛼
𝐶
в 𝑋 для деякого
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𝛼 , i воно локально гельдеровим по 𝑡 та локально лiпшицевим по 𝜙 . Останнє
означає, що якщо (𝑡1, 𝜙1) ∈ 𝑈 , то iснує окiл 𝑉 ⊂ 𝑈 точки (𝑡1, 𝜙1) такий, що для
всiх (𝑡, 𝜙), (𝑠,𝜓 ) ∈ 𝑈 виконана нерiвнiсть

∥ 𝑓 (𝑡, 𝜙) − 𝑓 (𝑠,𝜓 )∥ ≤ 𝐿( |𝑡 − 𝑠 | 𝑗 + ∥𝜙 −𝜓 ∥𝐶𝛼 ), (4.48)

для деяких сталих 𝐿 > 0 та 𝑗 > 0. Надалi нам потрiбно буде поняття класичного
розв’язку задачi (4.47).

Означення 4.3. 𝑋 -значна функцiя 𝑢 (𝑡) називається класичним розв’язком
початкової задачi (4.47) на вiдрiзку [0,𝑇 ] якщо 𝑢 (𝑡) є неперервноюна [0,𝑇 ],
неперервно диференцiйовною у сильному сенсi на (0,𝑇 ] i 𝑢 (𝑡) ∈ 𝐷 (𝐴) для
𝑡 ∈ (0,𝑇 ], 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] та задовольняється рiвнiсть (4.47).

Позначимо через 𝑆 (𝑡) аналiтичну напiвгрупу на 𝑋 , генератором якої є
оператор 𝐴.

Нам будуть потрiбнi наступна лема та теорема, що є узагальненням вiдпо-
вiдних результатiв iз [45] на клас функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

Лема 4.3. Якщо 𝑢 (𝑡) є розв’язком рiвняння (4.47) на [0,𝑇 ], а 𝜙 є неперервною за

Гельдером функцiєю з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 , то

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢 (0) +
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑠,𝑢𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] . (4.49)

Навпаки, якщо 𝑢 (𝑡) є неперервною функцiєю з [0,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , 𝑢 (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0],
що задовольняє iнтегральне рiвняння (4.49), то 𝑢 (𝑡) є розв’язком функцiонально-

диференцiального рiвняння (4.47) на [0,𝑇 ].

Доведення. Доведення даної леми подiбне до доведення аналогiчного результату
, а саме леми 3.3.2 з [45] для рiвнянь без запiзнення, тому ми зупинимося лише
на вiдмiнних рисах, якi вiдображають специфiку рiвняння (4.47).

Для доведення нам будуть потрiбнi два твердження.

Твердження 4.1. Якщо 𝑢 (𝑡) є неперевною функцiєю з [−ℎ,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , то функцiя 𝑢𝑡 є

також неперервною на [0,𝑇 ] за нормою простору 𝑋𝛼
𝐶
.

Доведення твердження 5.1. Iз неперервностi функцiї 𝑢 (𝑡) на [−ℎ,𝑇 ] випливає її
рiвномiрна неперервнiсть на цьому вiдрiзку. Отже, для довiльного 𝜀 > 0 iснує
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𝛿 > 0 таке, що ∥𝑢 (𝑡) −𝑢 (𝑠)∥𝛼 < 𝜀 якщо |𝑡 − 𝑠 | < 𝛿 . Тому, для 𝑡, 𝑠 iз [0,𝑇 ] таких, що
|𝑡 − 𝑠 | < 𝛿 маємо

∥𝑢 (𝑡 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑠 + 𝜃 )∥𝛼 < 𝜀

для всiх 𝜃 ∈ [−ℎ, 0]. Таким чином, ∥𝑢𝑡 −𝑢𝑠 ∥𝐶𝛼 < 𝜀, що i завершує доведення даного
твердження.

Наступне твердження стосується неперервностi за Гельдером.

Твердження 4.2. Якщо 𝑢 (𝑡) є неперевною функцiєю з [−ℎ,𝑇 ] в 𝑋𝛼 та 𝑢 (𝑡) є

неперервною за Гельдером функцiєю, що дiє з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 та з [0,𝑇 ] в 𝑋𝛼 , то 𝑢𝑡 є

локально гельдеровою функцiєю на [0,𝑇 ] за нормою простору 𝑋𝛼
𝐶
.

Доведення твердження 5.2. Нехай 𝐿 спiльна стала Гельдера, а 𝛾1 та 𝛾2 показники
Гельдера на [−ℎ, 0] та [0,𝑇 ], вiдповiдно. Необмежуючи загальностi, будемо
ввадати, що 𝛾1 ≤ 𝛾2. Покладемо 𝛾 = min{𝛾1, 𝛾2}. Вiзьмемо довiльне 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] та
𝑠 ∈ (0, 1) такi, що 𝑡 + 𝑠 ∈ (0,𝑇 ]. Далi, для 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] розглянемо рiзницю

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥𝛼 .

Якщо 𝑡 + 𝑠 + 𝜃 належить [−ℎ, 0], то тодi маємо

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥𝛼 ≤ 𝐿 |𝑆 |𝛾1 . (4.50)

Якщо ж 𝑡 + 𝑠 належить iнтервалу [0,𝑇 ], то у цьому випадку отримуємо, що

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥𝛼 ≤ 𝐿 |𝑆 |𝛾2 . (4.51)

Припустимо, що 𝑡 + 𝜃 ∈ [−ℎ, 0] та 𝑡 + 𝜃 + 𝑠 ∈ [0,𝑇 ]. Тодi матимемо

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥𝛼 ≤ ∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (0)∥𝛼 + ∥𝑢 (𝑡 + 𝜃 ) − 𝑢 (0)∥𝛼
≤ 𝐿( |𝑡 + 𝑠 + 𝜃 |𝛾2 + |𝑡 + 𝜃 |𝛾1) ≤ 𝐿( |𝑆 |𝛾1 + |𝑆 |𝛾2). (4.52)

Отже iз (4.50)-(4.52) отримуємо

∥𝑢 (𝑡 + 𝑠 + 𝜃 ) − 𝑢 (𝑡 + 𝜃 )∥𝛼 ≤ 2𝐿 |𝑆 |𝛾 .

Значить, ∥𝑢𝑡 − 𝑢𝑡+𝑠)∥𝐶𝛼 ≤ 2𝐿 |𝑆 |𝛾 , що i завершує доведення твердження. По-

вернемось тепер до доведення леми. Слiдуючи мiркуванням леми 3.3.2 з [45],
можна показати, що 𝑢 (𝑡) є неперервною за Гельдеромфункцiєю з [0,𝑇 ] в 𝑋𝛼 .
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Тодi iз доведених щойно тверджень маємо, що 𝑢𝑡 є локально гельдеровою
функцiєю, що дiє з [0,𝑇 ] в𝑋𝛼 . Отже, функцiя 𝑡 ↦→ 𝑓 (𝑡,𝑢𝑡 ) є локально гельдеровою
на [0,𝑇 ]. Але, 𝑢 (𝑡) задовольняє лiнiйне рiвняння

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+𝐴𝑦 = 𝑓 (𝑡,𝑢𝑡 ), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑦 (0) = 𝑢 (0),

а тому,згiдно з теоремою 3.2.2 з [45], 𝑢 (𝑡) є розв’язком задачi (4.47) на [0,𝑇 ]. Лема
доведена. □

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.3. Нехай 𝐴 секторiальний оператор, а 𝛼 ∈ (0, 1) та 𝑓 : 𝑈 → 𝑋 , де 𝑈

вiдкрита пiдможина в [0,𝑇 ] ×𝑋𝛼
𝐶
. Нехай також 𝑓 (𝑡, 𝜙) є локально гельдеровою по 𝑡

та локально лiпшицевою за 𝜙 i 𝜙 є непервною за Гельдером функцiєю з [−ℎ, 0] в 𝑋𝛼 .
Тодi iснує 𝑡1 = 𝑡1(𝜙) таке, що задача (4.47) має єдиний класичний розв’язок на

iнтервалi [0, 𝑡1).

Доведення. Аналогiчно до доведення теореми 3.3.3 з [45], достаньо показати,
що на деякому iнтервалi [0, 𝑡1) рiвняння (4.49) має єдиний розв’язок, що є
неперервною функцiєю з [0, 𝑡1) в 𝑋𝛼 .

Виберемо 𝛿 > 0 та 𝜏 > 0 такими, щоб множина

𝑉 = {(𝑡,𝜓 ) : 𝑡 ∈ [0, 𝜏], ∥𝜓 − 𝜙 ∥𝐶𝛼 ≤ 𝛿}

мiстилась в𝑈 та
∥ 𝑓 (𝑡, 𝜙1) − 𝑓 (𝑡, 𝜙2)∥ ≤ 𝐿∥𝜙1 − 𝜙2∥𝐶𝛼

для (𝑡, 𝜙1), (𝑡, 𝜙2) ∈ 𝑉 .
Нехай 𝐵 = max

[0,𝜏]
∥ 𝑓 (𝑡, 𝜙)∥. Виберемо 𝑡1 так, щоб 𝑡1 ∈ (0, 𝜏] та

∥(𝑆 (ℎ) − 𝐸)𝜙 (0)∥𝛼 ≤ 𝛿

2 for ℎ ∈ [0, 𝑡1],

𝑀 (𝐵 + 𝐿𝛿)
𝑡1∫
0

𝑡−𝛼𝑒𝑎𝑡𝑑𝑡 ≤ 𝛿

2 ,

де ∥𝐴𝛼1𝑆 (𝑡)∥ ≤ 𝑀𝑡𝛼𝑒𝑎𝑡 , 𝑡 > 0.
Позначимо через 𝑆 множину всiх неперервних функцiй 𝑧 (𝑡) : [−ℎ, 𝑡1] → 𝑋𝛼 ,

що спiвпадають з 𝜙 on [−ℎ, 0], та задовольняють умову ∥𝑧 (𝑡) − 𝜙 (0)∥𝛼 ≤ 𝛿 for



122

𝑡 ∈ [0, 𝑡1]. Веденням норми sup
𝑡∈[−ℎ,𝑡1

∥𝑧 (𝑡)∥𝛼 простiр 𝑆 стає повним метричним
простором.

Далi, для 𝑧 ∈ 𝑆 визначимо оператор так, що 𝑇 (𝑧) (𝑡) = 𝜙 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]
та 𝑇 (𝑧) (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝜙 (0) +

∫ 𝑡
0 𝑆 (𝑡 − 𝑠) 𝑓 (𝑠, 𝑧𝑠)𝑑𝑠 , 𝑡 ∈ [0, 𝑡1]. Аналогiчно до теореми

3.3.3 з [45], можна показати, що вiдображення 𝑇 переводить 𝑆 в себе та є
вiдображенням стиску. Це i завершує доведення теореми. □

Тепер ми повернемось до задачi (4.45). У статтi [12] було показано, що бiдо-
менний оператор є секторiальним та його спектр задовольняє умову Re 𝜎 (𝐴) > 0.
А отже (−𝐴) є генератором аналiтичної напiвгрупи обмежених операторiв 𝑆 (𝑡).
Це означає, що 𝐴𝛼 може бути коректно означеним для 𝛼 ∈ (0, 1] та ∥𝐴𝛼𝑢∥ є
еквiвалентною нормi графiка оператора 𝐴𝛼 .

Введемо у розгляд стохастичний iнтеграл, що називається стохастичною кон-
волюцiєю напiвгрупи 𝑆 (𝑡) та процесу𝑊 . Дана стохастична згортка визначається
наступним чином

𝑊𝐴(𝑡) :=
𝑡∫

0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝑑𝑊 (𝑠) =
∞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖

𝑡∫
0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜓𝑖𝑑𝛽𝑖 (𝑠).

Ми скористаємося наступним результатом стохастичної згортки, стосовно її
гладкостi.

Лема 4.4. Нехай𝑇 > 0 та припустимо, що
∞∑
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆𝑘 < ∞. Тодi для майже всiх𝜔 ∈ Ω

𝑊𝐴(𝑡) ⊂ 𝐷 (𝐴), для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Доведення. Оцiнимо наступну норму

E∥𝐴𝑊𝐴(𝑡)∥2 = E







𝐴 ∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘

𝑡∫
0

𝑆 (𝑡 − 𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)








2

.

Iз означень 𝜆𝑖 та 𝜓𝑖 , як власних значень та власних функцiй оператора 𝐴
вiдповiдно, отримуємо 𝑆 (𝑡)𝜓𝑖 = 𝑒−𝜆𝑖𝑡𝜓𝑖 , для всiх 𝑖 ∈ ℕ та 𝑡 > 0.

Отже,

E∥𝐴𝑊𝐴(𝑡)∥2 = E







𝐴 ∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘

𝑡∫
0

𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)








2
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= E







 ∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜆𝑘

𝑡∫
0

𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)








2

≤ E ©­«
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜆𝑘 ∥𝜓𝑘 ∥

������
𝑡∫

0

𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)

������ª®¬
2

=

∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡∫
0

𝑒−2𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝐶
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆𝑘 < ∞,

що i завершує доведення. □

Iз леми з [30] випливає наступна рiвнiсть𝑊𝐴(𝑡) =
∫ 𝑡

0 −𝐴𝑊𝐴(𝑠) +𝑊 (𝑡) для
всiх 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Визначимо𝑊𝐴(𝑡) =𝑊𝐴(−𝑡) для 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]. Ввiвши нову змiнну
𝑈 = 𝑢 −𝑊𝐴, можна легко переконатись, що пара (𝑈 ,𝑦) задовольняє систему

𝑑𝑈 = [−𝐴𝑈 + 𝑓 (𝑈 (𝑡 − ℎ) +𝑊𝐴(𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))]𝑑𝑡,

𝑑𝑦 = 𝑔(𝑈 (𝑡 − ℎ) +𝑊𝐴(𝑡 − ℎ), 𝑦 (𝑡 − ℎ))𝑑𝑡,

𝑈 (𝑡) = 𝜙 (𝑡) −𝑊𝐴(−𝑡), 𝑦 (𝑡) = 𝜓 (𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] .

(4.53)

Тепер якщо (𝑈 ,𝑦) є сильнимрозв’язком (4.53), то𝑈 ∈ 𝐷 (𝐴) i𝑢 = 𝑈+𝑊𝐴 ∈ 𝐷 (𝐴);
отже, (𝑢,𝑦) є сильним розв’язком (4.45). Оскiльки напiгрупа 𝑆 (𝑡) аналiтична на
𝐻 = 𝐿2(𝑄), то згiдно з теоремою 5.14 in [30] для 𝛼 ∈ (0, 1

2) маємо, що процес
𝑊𝐴(𝑡) має 𝛼-гельдеровi траєкторiї в 𝐻 .

Тепер покладемо 𝑍 := 𝐻 × 𝐵,𝐵 = 𝐿∞(𝑄) та A : 𝐷 (𝐴) ⊂ 𝑍 → 𝑍 , A𝑧 := (−𝐴𝑢, 0).
Тут 𝑧 = (𝑢,𝑦) та 𝐷 (A) = 𝐷 (𝐴) × 𝐵, де

𝐷 (𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐻 :
∞∑︁
𝑖=1

𝜆2
𝑖 (𝑢,𝜓𝑖)2 < ∞}.

Покладемо також

𝑍𝛼 := {𝑢 ∈ 𝐻 :
∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝛼
𝑖 (𝑢,𝜓𝑖)2 < ∞} × 𝐵,

та визначимо дробовi степенi A𝛼 оператора A наступним рядом

A𝛼𝑧 =

( ∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝛼
𝑖 (𝑢,𝜓𝑖)𝜓𝑖, 0

)
.
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Тодi, взявши 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 , матимемо 𝐷 (A) ⊂ 𝑍 𝛽 ⊂ 𝑍𝛼 . Значить

𝑊𝐴 ∈ 𝐷 ((−𝐴)𝛼).

Iз [45] маємо, що 𝑍𝛼 ⊂ 𝐵 × 𝐵 if 𝑑4 < 𝛼 < 1. Нехай функцiї 𝑓 , 𝑔 : ℝ2 → ℝ є
локально лiпшицевими. Тодi iз леми16 з [12], маємо, що

F (𝑧) := (𝑢,𝑦) → (𝑓 (𝑢,𝑦), 𝑔(𝑢,𝑦))

є локально лiпшицевим вiдображенням з 𝑍𝛼 в 𝑍 . Отже, вiдображення

𝐺 (𝜙,𝜓 ) := (𝜙,𝜓 ) → (𝑓 (𝜙 (−ℎ),𝜓 (−ℎ)), 𝑔(𝜙 (−ℎ),𝜓 (−ℎ)))

є локально лiпшицевим вiдображенням з 𝑍𝛼
𝐶
в 𝑍 .Тут 𝑍𝛼

𝐶
є банаховим простором

iз нормою ∥𝑢∥𝛼
𝐶
= sup
𝑡∈[−ℎ,0]

∥𝑢 (𝑡)∥𝛼 .

Дiйсно, маємо

|𝑓 (𝑢,𝑦) − 𝑓 (𝑢1, 𝑦1) | ≤ 𝐿( |𝑦 − 𝑦1 | + |𝑢 − 𝑢1 |)

якщо |𝑢 | ≤ 𝑟 , |𝑦 | ≤ 𝑟 . Оттже, якщо if ∥𝜙 (−ℎ, 𝑥)∥∞ ≤ 𝑟 , ∥𝜓 (−ℎ, 𝑥)∥∞ ≤ 𝑟 ,
∥𝜙1(−ℎ, 𝑥)∥∞ ≤ 𝑟 , and ∥𝜓1(−ℎ, 𝑥)∥∞ ≤ 𝑟 , то матимемо

∥ 𝑓 (𝜙 (−ℎ),𝜓 (−ℎ)) − 𝑓 (𝜙1(−ℎ),𝜓1(−ℎ))∥

=
©­­«
∫
𝑄

|𝑓 (𝜙 (−ℎ, 𝑥),𝜓 (−ℎ, 𝑥)) − 𝑓 (𝜙1(−ℎ, 𝑥),𝜓1(−ℎ, 𝑥)) |2𝑑𝑥
ª®®¬

1
2

≤ 𝐿 meas(𝑄) (∥𝜙 (−ℎ) − 𝜙1(−ℎ)∥∞ + ∥𝜓 (−ℎ) −𝜓1(−ℎ)∥∞)
≤ 𝐶𝐿 meas(𝑄) (∥𝜙 (−ℎ) − 𝜙1(−ℎ)∥𝛼 + ∥𝜓 (−ℎ) −𝜓1(−ℎ)∥𝛼)

≤ 𝐶𝐿 meas(𝑄) (∥𝜙 − 𝜙1∥𝛼𝐶 + ∥𝜓 −𝜓1∥𝛼𝐶).

Головним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.4. Припустимо, що {𝛾𝑘} задовольняє умову
∞∑
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘
< ∞. Нехай також

𝛼 ∈ (0, 𝑑4 ), а початковi функцiї 𝜙 та𝜓 такi, що (𝜙,𝜓 ) є неперервними за Гельдером

вiдображеннями з [−ℎ, 0] в 𝑍𝛼 ; та нехай також 𝑓 : ℝ2 → ℝ i 𝑔 : ℝ2 → ℝ є локально

лiпшицевими функцiями.

Tодi iснує 𝑇 = 𝑇 (𝜔) > 0 таке, що початкова задача (4.45) має єдиний сильний

розв’язок на [0,𝑇 ).
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Доведення. Маємо

∥𝑊𝐴(𝑡) −𝑊𝐴(𝑡1)∥𝐷 (𝐴) = ∥𝑊𝐴(𝑡) −𝑊𝐴(𝑡1)∥ + ∥𝐴(𝑊𝐴(𝑡) −𝑊𝐴(𝑡1))∥.

Отже, з теореми 5.14 in [30] маємо, що

∥𝑊𝐴(𝑡) −𝑊𝐴(𝑡1)∥ ≤ 𝐶 (𝜔) |𝑡 − 𝑡1 |𝛼 , 𝛼 ∈
(
0, 1

2

)
,

iз ймовiрнiстю 1. Бiльш того, оскiльки

𝐴𝑊𝐴 =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘

𝑡∫
0

(−𝜆𝑘)𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠),

то звiдси випливає, що

E∥𝐴(𝑊𝐴(𝑡) −𝑊𝐴(𝑡1))∥2

= E







 ∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘
©­«
𝑡∫

0

(−𝜆𝑘)𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠) −
𝑡1∫
0

(−𝜆𝑘)𝑒−𝜆𝑘 (𝑡1−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)
ª®¬








2

≤ E∥
∞∑︁
𝑘=1

𝑡1∫
0

𝛾𝑘 (−𝜆𝑘)
(
𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠) − 𝑒−𝜆𝑘 (𝑡1−𝑠)

)
𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)

+
𝑡∫
𝑡1

𝛾𝑘 (−𝜆𝑘)𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝜓𝑘 (𝑥)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)∥2

≤ 2 ©­«E
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜆𝑘

𝑡1∫
0

(
𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠) − 𝑒−𝜆𝑘 (𝑡1−𝑠)

)
𝑑𝛽𝑘 (𝑠)

ª®¬
2

+2E ©­«
∞∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘𝜆𝑘

𝑡∫
𝑡1

𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝑑𝛽𝑘 (𝑠)
ª®¬

2

= 2𝐽1 + 2𝐽2.

Використовуючи властивостi стохастичного iнтеграла (див. [30], стр.132-133),
матимемо наступнi оцiнки

𝐽1 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡1∫
0

(
𝑒−𝜆𝑘 (𝑡−𝑠) − 𝑒−𝜆𝑘 (𝑡1−𝑠)

)2
𝑑𝑠 =

∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡1∫
0

©­«
𝑡−𝑠∫
𝑡1−𝑠

−𝜆𝑘𝑒−𝜆𝑘𝜏𝑑𝜏
ª®¬

2

𝑑𝑠

∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡1∫
0

©­«
𝑡−𝑠∫
𝑡1−𝑠

−𝜆𝑘𝜏𝑒−𝜆𝑘𝜏
1
𝜏
𝑑𝜏

ª®¬
2

𝑑𝑠 ≤ 𝐶
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡1∫
0

©­«
𝑡−𝑠∫
𝑡1−𝑠

𝑑𝜏

𝜏

ª®¬
2

𝑑𝑠. (4.54)
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Тепер, для фiксованого 𝛾 ∈ (0, 1
2), оцiнимо останнiй доданок в (4.54) насту-

пним чином
𝑡−𝑠∫
𝑡1−𝑠

𝑑𝜏

𝜏
=

𝑡−𝑠∫
𝑡1−𝑠

𝜏𝛾−1

𝜏𝛾
𝑑𝜏 ≤ (𝑡 − 𝑠)𝛾 − (𝑡1 − 𝑠)𝛾

𝛾 (𝑡1 − 𝑠)𝛾
. (4.55)

Комбiнуючи (4.54) з (4.55), матимемо

𝐽1 ≤ 𝐶
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘
(𝑡 − 𝑡1)2.

Далi оцiнимо 𝐽2. Маємо

𝐽2 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝛾2
𝑘
𝜆2
𝑘

𝑡∫
𝑡1

𝑒−2𝜆𝑘 (𝑡−𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝐶 (𝑡 − 𝑡1),

i разом матимемо

E∥𝐴𝑊𝐴(𝑡) −𝐴𝑊𝐴(𝑡1)∥2 ≤ 𝐶 (𝑡 − 𝑡1)2𝛾 .

Згiдно пропозицiї 3.15 з [30],

∥𝐴𝑊𝐴(𝑡) −𝐴𝑊𝐴(𝑡1)∥ ≤ 𝐶 (𝜔) |𝑡 − 𝑡1 |𝛼 , 𝛼 ∈
(
0, 1

4𝛾

)
.

Прийнявши до уваги вкладення 𝐷 (𝐴) × 𝐵 ⊂ 𝑍𝛼 матимемо, що𝑊𝐴(𝑡) є непе-
рервним за Гельдером в 𝑍𝛼 . ПОчаткова функцiя 𝜙 −𝑊𝐴(−𝑡) є також неперервна
за Гельдером, як функцiя з [−ℎ, 0] в 𝑍𝛼 .

Нарештi,з використанням локальної умови Лiпшиця, отримаємо

∥ 𝑓 (𝜙 (−ℎ) +𝑊𝐴(𝑡 − ℎ),𝜓 (−ℎ)) − 𝑓 (𝜙1(−ℎ) +𝑊𝐴(𝑡1 − ℎ),𝜓1(−ℎ))∥
≤ 𝐶 (∥𝜙 − 𝜙1∥𝛼𝐶 + ∥𝜓 −𝜓1∥𝛼𝐶 + 𝐿1∥𝑊𝐴(𝑡 − ℎ) −𝑊𝐴(𝑡1 − ℎ)∥𝐷 (𝐴)),

де 𝐿1- константа вкладення 𝐷 (A) ⊂ 𝑍 .
Отже, система (4.53) задовольняє умови теореми 4.3 для майже всiх 𝜔 ∈ Ω.

Останнє завершує доведення теореми.
□
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4.5 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi розглянуто системи спарених стохастичних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь, одне iз яких мiстить необмежений оператор, а iнше
є звичайним функцiонально-диференцiальним рiвнянням. Такi пари часто
виступають у ролi математичних моделей реальних явищ у яких частина
параметрiв мають розподiлений характер, а решта–зосередженi. Отримано такi
новi результати:

1. встановлено умови iснування та єдиностi глобальних слабких розв’язкiв
початкових задач систем спарених рiвнянь;

2. доведено неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд початкових функцiй;
3. абстрактнi результати застосовоно до дослiдження стохастичної моделi

серцевого дефiбрилятора iз "пам’яттю". Отримано коефiцiєнтнi умови
iснування та єдиностi слабких розв’язкiв;

4. встановлено iснування та єдинiсть сильних розв’язкiв (локальних) системи
стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь бiдоменного типу.



Висновки

У дисертацiйнiй роботi одержано наступнi результати.

Для стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь нейтрального
типу у гiльбертових просторах, правi частини яких не є лiпшицевими отримано
такi новi результати:

1. доведено теорему iснування та єдиностi м’якого розвязку початкової
задачi;

2. доведено теорему про неперевну залежнiсть розв’язкiв вiд початкових
даних;

3. для розв’язкiв встановлена умова марковостi та феллеровостi у просторах
зсiвiв;

4. отримано достатнi умови iснування iнварiантних мiр у просторах зсувiв;
5. для рiвнянь у частинних похiдних параболiчного типу отриманi коефiцi-

єнтнi умови iснування iнварiантних мiр;
6. для лiнiйних стохастичних рiвнянь у гiльбертових просторах знайдено

коефiцiєнтнi умови iснування та єдиностi iнварiантних мiр.
Для системи спарених стохастичних функцiонально-диференцiальних рiв-

нянь, одне iз якихмiститьнеобмеженийоператор, а iнше є звичайнимфункцiонально-
диференцiальним рiвнянням, отримано такi новi результати:

1. встановлено умови iснування та єдиностi глобальних слабких розв’язкiв
початкових задач систем спарених рiвнянь;

2. доведено неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд початкових функцiй;
3. абстрактнi результати застосовоно до дослiдження стохастичної моделi

серцевого дефiбрилятора iз "пам’яттю". Отримано коефiцiєнтнi умови
iснування та єдиностi слабких розв’язкiв;

4. встановлено iснування та єдинiсть сильних розв’язкiв (локальних) системи
стохастичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь бiдоменного типу.
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