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АНОТАЦIЯ

Скоробогач Т. Б. Фредгольмовi крайовi задачi з параметром у

функцiональних просторах. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 – Математика. — Нацiональний технiчний унiверситет України

”Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”. - Україна, Київ,

2022.

Дисертацiя присвячена дослiдженню характеристик розв’язностi i непе-

рервностi за параметром розв’язкiв найбiльш загальних класiв одновимiрних

неоднорiдних крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку у просторах Соболєва-Слободецького на скiн-

ченному iнтервалi.

Питання про обґрунтування граничного переходу щодо задач Кошi та за-

гальних крайових задач пiдлягало дослiдженню з боку численної кiлькостi

математикiв. Фундаментальнi результати про неперервну залежнiсть за па-

раметром розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем були встановленi в

роботах I. I. Гiхмана (1952), M. A. Красносельського i С. Г. Крейна (1955),

Я. Курцвейля i З. Ворела (1957), A. M. Самойленка (1962 – 1965). Уточнення

та доповнення для лiнiйних систем даних результатiв було проведено А. Ю.

Левiним (1967 – 1973), З. Опялем (1967), В. Т. Рейдом (1967) та Нгуен Тхе

Хоаном (1993).

I. Т. Кiгурадзе (1975 – 2003) i M. Ашордiа (1996) було введено та було до-

слiджено клас загальних лiнiйних крайових задач для систем диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку. Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними

функцiями на вiдрiзку [a, b]. Були встановленi умови неперервної залежностi

за параметром розв’язкiв у просторi C([a, b],Rm). В. А. Михайлець, Н. В. Ре-
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ва, Т. I. Кодлюк i Г. О. Чеханова узагальнили вказанi результати для ком-

плекснозначних функцiй та лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь вищих

порядкiв у своїх роботах.

В. А. Михайлецем i його учнями (2008 – 2018) були введенi i дослiдже-

нi класи найбiльш загальних крайових задач для лiнiйних систем звичайних

диференцiальних рiвнянь у рiзних функцiональних просторах, зокрема у про-

сторах Соболєва (Рева Н. В., Кодлюк Т. I., Гнип Є. В.), просторi неперерв-

но диференцiйовних функцiй (Чеханова Г. О., Солдатов В. О.), просторах

Гельдера (Солдатов В. О., Маслюк Г. О.), просторi Соболєва-Слободецького

(Гнип Є. В., Маслюк Г. О.). Було доведено фредгольмовiсть таких задач,

знайдено достатнi умови їх коректної розв’язностi та неперервної залежностi

за параметром їх розв’язкiв у вищевказаних просторах.

Для найбiльш загальних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку достатнi умови неперервної залежностi за параметром

їх розв’язкiв у просторах Соболєва W n
p , де 1 ≤ p <∞, встановлено Т. I. Ко-

длюк i В. А. Михайлецем (2010). Випадок p = ∞ розглянуто у роботi А. М.

Атласюк та В.А. Михайлеця [2].

В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем, В.О. Солдатовим (2016) було доведено

конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв найбiльш

загальних крайових задач для систем диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку у просторах Гельдера, Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем (2016) — у просто-

рi Соболєва-Слободецького. Для систем вищих порядкiв зазначений критерiй

було доведено у просторах цiлої гладкостi — неперервно диференцiйованих

функцiй (Мурач О. О., Солдатов В.О.) i Соболєва (Гнип Є. В., Михайлець

В. А., Мурач О.О.).

Цi результати було застосовано для дослiдження багатоточкових крайо-

вих задач, матриць Грiна та були використанi у спектральнiй теорiї диферен-
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цiальних операторiв iз сингулярними коефiцiєнтами. Проте у деяких задачах

теорiї диференцiальних рiвнянь використовуються не лише простори цiлої

гладкостi, а й простори, де показником гладкостi може бути i дробове число.

Простори Гельдера та простори Соболєва-Слободецького є найвiдомiшi серед

них.

Зважаючи на це, є актуальним дослiдження найбiльш загальних крайо-

вих задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь перших порядкiв у

просторах Соболєва-СлободецькогоW s
p , де s ∈ (1,∞)\N, 1 ≤ p <∞, зокрема

питання про необхiднi i достатнi умови неперервної залежностi за параметром

розв’язкiв цих задач. Необхiдно зазначити, що такi задачi можуть мiстити в

крайових умовах похiднi цiлого та/чи дробового порядку бiльшого за поря-

док рiвняння, тому вони мають iстотнi особливостi, що вiдсутнi у класичних

задачах (Кошi, дво- та багатоточкових, iнтегральних та мiшаних задачах).

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв основної частини, виснов-

кiв, списку використаних джерел i додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову но-

визну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з науко-

вими темами й особистий внесок здобувача, вказано, де було апробовано та

опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i предмет, наведено огляд лiтера-

тури за тематикою дисертацiйного дослiдження. Об’єктом дослiдження є

одновимiрнi фредгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв

Соболєва-Слободецького, а предметом — характер залежностi за параметром

розв’язкiв цих задач у вiдповiдних нормованих просторах.
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У другому роздiлi дослiджено найбiльш загальнi крайовi задачi та най-

бiльш загальнi багатоточковi крайовi задачi для системи m звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiгають простiр

Соболєва-Слободецького (W s
p )m, де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞. Показано, що

дослiджуваним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв оператор з iнде-

ксом m − r на парi нормованих просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m × Cr. Доведено

критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних крайових задач у цих про-

сторах. Встановлено, що вимiрностi ядра i коядра оператора неоднорiдної

крайової задачi дорiвнюють вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра її характе-

ристичної матрицi.

У третьому роздiлi для крайових задач, залежних вiд малого параметра

ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв при ε = 0 у просторi (W s
p )m. Показано, що похибка i нев’язка

розв’язкiв цих задач мають однаковий порядок малостi при ε→ 0+ у вiдпо-

вiдних просторах Соболєва-Слободецького. Встановлено достатнi умови непе-

рервностi за параметром розв’язкiв багатоточкової крайової задачi при ε = 0

у нормованому просторi (W s
p )m у випадку s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувачки за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Основнi результати, якi визначають наукову новизну дисертацiї:

• для найбiльш загальних неоднорiдних крайових задач у просторах

Соболєва-Слободецького (W s
p )m встановлено їх нетеровiсть i знайдено

iндекс;

• у термiнах спецiально введеної числової характеристичної матрицi зна-

йдено вимiрностi ядра i коядра розглянутих крайових задач;
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• знайдено конструктивнi достатнi умови збiжностi характеристичних

матриць послiдовностi неоднорiдних крайових задач;

• вперше дослiджено неперервнiсть за параметром розв’язкiв крайових

задач у просторах Соболєва-Слободецького (W s
p )m для всiх значень 1 ≤

p <∞. Знайдено критерiй неперервностi розв’язкiв за параметром;

• доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв крайових задач мають одна-

ковий порядок малостi;

• отримано граничну теорему для розв’язкiв багатоточкових крайових

задач у просторах Соболєва-Слободецького (W s
p )m з 1 ≤ p <∞.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Її результати та методика

їх отримання можуть бути використанi у подальшому розвитку теорiї одно-

вимiрних фредгольмових крайових задач, зокрема багатоточкових, задач iз

похiдними дробового порядку.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, крайова задача, про-

стiр Соболєва-Слободецького, фредгольмiв оператор, неперервнiсть за пара-

метром, багатоточкова крайова задача, характеристична матриця.
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ABSTRACT

Skorobohach T. B. Fredholm boundary-value problems with a

parameter in function spaces. — Qualifying scientific work on the rights of

the manuscript.

The thesis presented for the academic degree Doctor of Philosophy in speciality

111 – Mathematics.. National Technical University of Ukraine ”Igor Sikorsky Kyiv

Polytechnic Institut”. – Ukraine, Kyiv, 2022.

The thesis is devoted to the study of the characteristics of solvability and conti-

nuity in a parameter of solutions of the most general classes of one-dimensional

inhomogeneous boundary-value problems for the systems of linear ordinary di-

fferential equations of the first order in Sobolev-Slobodetskiy spaces on a finite

interval.

The question of the substantiation of the boundary transition with respect

to Cauchy problems and general boundary-value problems has been subjected to

study by a large number of mathematicians. The fundamental results on the

continuous dependence with respect to the parameter of solutions of Cauchy

problems for nonlinear systems were established by I. I. Gikhman (1952),

M. A. Krasnosel’skii and S. G. Krein (1955), J. Kurzweil and Z. Vorel (1957),

A. M. Samoilenko (1962 – 1965). The specification and supplementation of

these results for linear systems was carried out by A. Yu. Levin (1967 – 1973),

W. T. Reid (1967) and Nguyen Tho Hoan (1993), Z. Opial (1967).

The class of linear general boundary-value problems for systems of first-order

differential equations was introduced and investigated by I. T. Kiguradze (1975 –

2003) and M. Ashordia (1996). Solutions to these problems are absolutely conti-

nuous functions on the compact interval [a, b]. The conditions of continuity in a

parameter of these solutions in the space C([a, b],Rm) were established. V. A. Mi-

khailets, N. V. Reva, T. I. Kodliuk, and H. A. Chekhanova generalized the indi-
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cated results for complex-valued functions and linear systems of higher-order di-

fferential equations in their works.

V. A. Mikhailets and his disciples (2008 –2015) introduced and studied the

most common classes of boundary-value problems for linear systems of ordi-

nary differential equations that are generic with respect to the various functional

spaces, in particular to Sobolev spaces (N. V. Reva, T. I. Kodliuk, Ye. V. Gnyp),

to the spaces of continuously differentiable functions (H. A. Chekhanova,

V. O. Soldatov), to Hölder spaces (V. O. Soldatov, H. O. Masliuk), to Sobolev-

Slobodetskiy spaces (Ye. V. Gnyp, H. O. Masliuk). They proved that such

problems are Fredholm, obtained conditions that are sufficient for their well-

posedness and continuity in the parameter of their solutions in these spaces.

For the most general boundary-value problems for systems of differential

equations of the first order, sufficient conditions of continuous dependence in the

parameter of their solutions in Sobolev space W n
p , with 1 ≤ p < ∞ were found

by T. I. Kodliuk and V. A. Mikhailets (2010). The case p =∞ was considered in

the paper of A. M. Atlasiuk and V. A. Mikhailets [2].

The constructive criterion of continuity in a parameter of solutions of the most

general boundary-value problems for systems of differential equations of the first

order was proved by V. A. Mikhailets, A. A. Murach, V. O. Soldatov (2016) in Ho

?lder spaces and Ye. V. Gnyp, V. A. Mikhailets (2016) in Sobolev-Slobodetskiy

spaces. For higher-order systems, the indicated criterion was proved with respect

to spaces of complete smoothness continuously differentiated functions (A. A.

Murach, V. O. Soldatov) and Sobolev (Ye. V. Gnyp, V. A. Mikhailets, A. A.

Murach).

The above results have been applied to study multipoint boundary- value

problems, Green’s matrices and have been applied to the spectral theory of di-

fferential operators with singular coefficients. However, in some problems of the
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theory of differential equations, not only the spaces of complete smoothness are

applied, but also spaces where the smoothness index can be a fractional number.

The most well-known among them are Ho ?lder’s and Sobolev-Slobodetskiy

spaces.

Therefore, in connection with the above, it is important to study the most

general boundary-value problems for systems of ordinary differential equations of

the first order with respect to Sobolev-Slobodetskiy spaces W s
p , with 1 ≤ p <∞,

in particular, the question of the necessary and sufficient conditions of continuous

dependence in the parameter of solutions to these problems. It should be noted

that the most general problems may contain derivatives of integer and fractional

order in boundary conditions. Therefore they have significant specificities that

are absent in classical problems (Cauchy, two- and multipoint, integral and mixed

problems). Considering the above„ the systematic study of their properties is of

scientific interest.

The thesis consists of the annotation in Ukrainian and in English, list of

symbols, introduction, three sections of its main part, conclusions, the list of

references, and appendix.

The introduction substantiates the relevance of the research topic, formulates

the purpose, object, subject, tasks and methods of the research, outlines the sci-

entific novelty of the results obtained, their practical significance, the connection

of the work with scientific programs and the personal contribution of the appli-

cant, and also points out where the results of the dissertation have been discussed

and published.

In the first section, the object, subject are discussed, a review of the literature

on the theme of the dissertation research is indicated. The object of research

is one-dimensional Fredholm boundary-value problems, generic with respect to

Sobolev-Slobodetskiy spaces. The subject of research covers the character of the
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continuity in the parameter of solutions to these problems in the corresponding

normed spaces.

In the second section, the most general boundary-value problems and the most

general multipoint boundary-value problems for system of m ordinary differential

equations of the first order whose solutions run through Sobolev-Slobodetskiy

space (W s
p )m, with 1 ≤ p < ∞ are investigated. It is shown that these problems

correspond to the the Fredholm operator with the index m − r on a pair of

normalized spaces (W s
p )m, and (W s−1

p )m × Cr. The criterion of well-posedness of

these boundary-value problems in these spaces is proved. It is proved that the

dimensions of the kernel and cokernel of the operator of boundary-value problem

are equal to the dimensions of the kernel and cokernel of the characteristic matrix

of the boundary-value problem, respectively.

In the third section, for the generic boundary-value problems depending on a

small parameter ε ≥ 0, the constructive criterion of continuity in the parameter

of solutions at ε = 0 in the space (W s
p )m is established. It is shown that the

error and discrepancy of the solutions to boundary-value problems have the same

order of smallness for ε→ 0+ in the corresponding Sobolev-Slobodetskiy spaces.

Sufficient conditions of continuity in the parameter of solutions to multipoint

boundary-value problem at ε = 0 in normalized space (W s
p )m in case 1 ≤ p <∞

are established.

The appendix contains a list of the applicant’s publications on the topic of the

thesis and information on the approbation of the dissertation results.

The main results that determine the scientific novelty of the thesis:

• for the generic boundary-value problems in the Sobolev-Slobodetskiy spaces

(W s
p )m their Fredholm property is established and the index is found;
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• in terms of a specially introduced numerical characteristic matrix, the

dimensions of the kernel and cokernel of the considered boundary-value

problems are found;

• constructive sufficient conditions for convergence of characteristic matrices

of a sequence of inhomogeneous boundary-value problems are found;

• for the first time the continuity in the parameter of solutions of boundary-

value problems in Sobolev-Slobodetskiy spaces (W s
p )m is investigated for all

values 1 ≤ p < ∞. The criterion of continuity of solutions in a parameter

is found;

• it is proved that the error and discrepancy of the solutions to boundary-

value problems have the same order of smallness;

• the limit theorems for solutions to multipoint boundary-value problems in

Sobolev-Slobodetskiy spaces (W s
p )m with 1 ≤ p <∞.

Thesis is a theoretical investigation. Its results and the method for the obtai-

ning of these results can be used in the further development of the theory

of one-dimensional Fredholm boundary-value problems, in particular multipoint

problems, and problems with derivatives of fractional order.

Keywords: system of differential equations, boundary-value problem,

Sobolev-Slobodetskiy space, Fredholm operator, continuity in a parameter, multi-

point boundary-value problem, characteristic matrix.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Основнi позначення, якi використано в роботi:

1. N, Z, R i C — вiдповiдно множини усiх натуральних, цiлих, дiйсних i

комплексних чисел; N0 := N ∪ {0}.

2. {k, . . . , l} := {i ∈ Z : k ≤ i ≤ l}, де k, l ∈ Z та k ≤ l.

3. Cm — m-вимiрний лiнiйний простiр усiх комплексних числових

векторiв-стовпцiв y = col(y1, y2, ..., ym), надiлений нормою

‖y‖ := |y| = max
i
|yi|.

4. Cm×µ — лiнiйний простiр усiх комплексних числових матриць порядку

m× µ, надiлений нормою

‖A‖ := |A| = max
i,k
|aik|

матрицi A = (ai,k)i=1,...,m
k=1,...,µ

.

5. detA — визначник матрицi A.

6. A−1 — матриця, обернена до A.

7. Im та Om — вiдповiдно одинична та нульова m×m-матрицi.

8. C := C
(
[a, b];C

)
— простiр всiх комплекснозначних функцiй y(t), ви-

значених i неперервних на вiдрiзку [a, b], надiлений нормою

‖y‖∞ := max
a≤t≤b

∣∣y(t)
∣∣.

9. Cm := Cm
(
[a, b];C

)
— простiр всiх комплекснозначних m ∈ N0 разiв

неперервно диференцiйованих на [a, b] функцiй, надiлений нормою

‖y‖Cm :=
m∑
k=0

1

k!
max
a≤t≤b

∣∣y(k)(t)∣∣.
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Тут i далi [a, b] є (скiнченний) вiдрiзок на дiйснiй осi. Простiр Cm є

банаховою алгеброю.

10. (C)m := C
(
[a, b];Cm

)
i (C)m×m := C

(
[a, b];Cm×m) — простори всiх ком-

плекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та матриць-функцiй

A(t) : [a, b]→ Cm×m з неперервними на вiдрiзку [a, b] елементами.

11. L∞ := L∞
(
[a, b];C

)
— простiр всiх вимiрних комплекснозначних фун-

кцiй, визначених i суттєво обмежених на вiдрiзку [a, b], надiлений нор-

мою

‖y‖+∞ := ess sup
a≤t≤b

|y(t)|.

12. (L∞)m := L∞
(
[a, b];Cm

)
i (L∞)m×m := L∞

(
[a, b];Cm×m) — простори

всiх вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та

матриць-функцiй A(t) : [a, b]→ Cm×m iз суттєво обмеженими на вiдрiз-

ку [a, b] елементами.

13. Lp := Lp
(
[a, b];C

)
, де 1 ≤ p < ∞, — простiр всiх вимiрних компле-

кснозначних функцiй, якi при пiднесеннi до степеня p є iнтегровними

за Лебегом, надiлений нормою

‖y‖p :=

( b∫
a

|y(t)|pdt
)1/p

.

14. (Lp)
m := Lp([a, b];Cm) i (Lp)

m×m := Lp([a, b];Cm×m) — простори всiх

вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та

матриць-функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать про-

стору Lp.

15. W n
p := W n

p

(
[a, b];C

)
, де n ∈ N i 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр С. Л. Соболєва,

що складається з усiх комплекснозначних функцiй y таких, що

W n
p

(
[a, b];C

)
:= {y ∈ Cn−1[a, b] : y(n−1) ∈ AC[a, b], y(n) ∈ Lp[a, b]},
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де AC[a, b] — множина всiх абсолютно неперервних комплекснозначних

функцiй на вiдрiзку [a, b]. Простiр W n
p надiлений нормою

∥∥y∥∥
n,p

=
n−1∑
k=0

∥∥y(k)∥∥
p

+
∥∥y(n)∥∥

p
,

де ‖ · ‖p — норма у просторi Lp
(
[a, b];C

)
i є банаховою алгеброю.

З метою унiфiкацiї позначень покладаємо W 0
p := Lp.

16. (W n
p )m := W n

p

(
[a, b];Cm

)
i (W n

p )m×m := W n
p

(
[a, b];Cm×m) — комплекснi

банаховi простори вiдповiдно всiх вектор-функцiй y(t) : [a, b] → Cm та

квадратних матриць-функцiй A(t) : [a, b]→ Cm×m, елементи яких нале-

жать простору Соболєва W n
p . Норми у цих просторах дорiвнюють сумi

норм вW n
p усiх компонентiв вектор- або матриць-функцiй. Усi цi норми

позначаємо через ‖ · ‖n,p. Iз контексту завжди буде зрозумiло в яко-

му просторi (скалярних, вектор-, або матриць-функцiй) розглядається

норма ‖ · ‖n,p.

17. W s
p := W s

p ([a, b];C), де 1 < p < ∞ i нецiле s > 0, — простiр Соболєва-

Слободецького всiх комплекснозначних функцiй, якi належать просто-

ру Соболєва W [s]
p i задовольняють умову

‖f‖s,p := ‖f‖[s],p +

 b∫
a

b∫
a

|f [s](x)− f [s](y)|p

|x− y|1+{s}p
dxdy

1/p

< +∞,

де [s] є цiла, а {s} є дробова частини числа s. Тут, нагадаємо, ‖ · ‖[s],p —

норма у просторi Соболєва W [s]
p . Лiва частина цiєї нерiвностi задає нор-

му ‖f‖s,p у просторi W s
p .

18. (W s
p )m := W s

p ([a, b];Cm) i (W s
p )m×m := W s

p ([a, b];Cm×m) — простори всiх

комплекснозначних вектор-функцiй f : [a, b]→ Cm та матриць-функцiй

A : [a, b] → Cm×m, елементи яких належать простору Слободецького

W s
p .
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19. L[E1, E2] — простiр усiх лiнiйних неперервних операторiв, якi дiють iз

лiнiйного нормованого простору E1 в лiнiйний нормований простiр E2.

20. L[E] — алгебра усiх лiнiйних неперервних операторiв на лiнiйному нор-

мованому просторi E.

21. Bn ⇒ B позначає рiвномiрну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

22. Bn
s−→ B позначає сильну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

У роботi вектор-функцiї i числовi вектори подано у виглядi стовпцiв.
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ВСТУП

Дисертацiя присвячена дослiдженню розв’язностi та розв’язкiв систем

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, залежних за параме-

тром, з найбiльш загальними неоднорiдними крайовими умовами у просторах

Соболєва-Слободецького.

Актуальнiсть теми. Питання, якi пов’язанi з граничним переходом що-

до задач Кошi та загальних крайових задач дослiджувалися багатьма ма-

тематиками. А саме, у роботах I. I. Гiхмана [11], М. А. Красносельського i

С. Г. Крейна [26], Я. Курцвейля i З. Ворела [27], А. М. Самойленка [52, 53, 103]

було встановлено фундаментальнi результати про неперервну залежнiсть за

параметром розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем. Для лiнiйних си-

стем цi результати уточнювалися та доповнювалися А. Ю. Лєвiним [28, 29],

З. Опялем [101], В. Т. Рейдом [102] i Нгуен Тхе Хоаном [46].

Широкий клас лiнiйних загальних крайових задач для систем диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку було введено i дослiджено I. Т. Кiгура-

дзе [18, 19, 20] i М. Ашордiа [66]. Розв’язки цих задач є абсолютно непе-

рервними функцiями на вiдрiзку [a, b], а крайовi умови заданi у найбiльш

загальному виглядi By = q, де B : C
(
[a, b],Rm

)
→ Rm є довiльним лiнiйним

неперервним оператором (m — число рiвнянь системи). Було встановлено

достатнi умови неперервної залежностi за параметром розв’язкiв у просторi

C
(
[a, b],Rm

)
.

В. А. Михайлецем i його учнями було введено i дослiджено максималь-

но широкi класи найбiльш загальних крайових задач для систем звичайних

диференцiальних рiвнянь щодо рiзних функцiональних просторiв, зокрема

щодо просторiв Соболєва довiльного натурального порядку [36, 74, 90], про-
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сторiв n разiв неперервно диференцiйовних функцiй [43, 44, 104], просторiв

Гельдера [93, 94, 99], просторiв Соболєва-Слободецького [13, 75, 95].

Було встановлено фредгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi умо-

ви їх коректної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром їх

розв’язкiв у вiдповiдних банахових просторах.

Для найбiльш загальних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку достатнi умови неперервної залежностi за параметром

їх розв’язкiв у просторi СоболєваW n
p , де 1 ≤ p <∞, встановлено Т. I. Кодлюк

i В. А. Михайлецем [21]. Конструктивний критерiй неперервностi за параме-

тром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь довiльного порядку у просторi Соболєва W n
p , де 1 ≤ p < ∞,

встановлено Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [86].

Цi результати знайшли застосування до дослiдження багатоточкових кра-

йових задач [12, 14, 22, 23, 56, 57, 62], матриць Грiна [25, 63, 89, 98] та вико-

ристано у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв iз сингулярними

коефiцiєнтами [77, 78, 79, 80].

Але у деяких задачах теоррiї диференцiальних рiвнянь виникають опе-

ратори зi скiнченним, але ненульовим iндексом та крайовi задачi у дробових

просторах Соболєва.

Отже, з огляду на сказане, актуальним є дослiдження крайових задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку щодо просто-

рiв Соболєва-Слободецького W s
p , де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p < ∞ з найбiльш

загальними неоднорiдними крайовими умовами.

Зокрема, цiкавим є питання про характер розв’язностi, необхiднi i достатнi

умови неперервної залежностi за параметром розв’язкiв цих задач. Необхiдно

зазначити, що найбiльш загальнi задачi можуть мiстити в крайових умовах

похiднi цiлого та/чи дробового порядку бiльшого за порядок рiвняння i тому
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мають iстотнi особливостi, якi вiдсутнi у класичних задачах (Кошi, дво- та

багатоточкових, iнтегральних та мiшаних задачах). Зважаючи на це, систе-

матичне вивчення їх властивостей представляє науковий iнтерес.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi математичного аналiзу та тео-

рiї ймовiрностей Нацiонального технiчного унiверситету України ”Київський

полiтехнiчний iнститут iменi iгоря Сiкорського” згiдно iз загальним планом

роботи у рамках науково-дослiдницької теми ”Застосування стохастичних,

статистичних та функцiональних методiв для аналiзу асимптотичної пове-

дiнки випадкових полiв” (номер державної реєстрацiї 0118U003614).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є аналiз характеру

розв’язностi, встановлення конструктивних необхiдних i достатнiх умов

коректної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром розв’язкiв

крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого

порядку щодо просторiв Соболєва-Слободецького.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi фредгольмовi крайовi задачi, най-

бiльш загальнi щодо просторiв Соболєва-Слободецького.

Предметом дослiдження є характер залежностi за параметром розв’язкiв

крайових задач, найбiльш загальних у просторах Соболєва-Слободецького.

Завдання дослiдження:

1. Знайти характер розв’язностi крайових задач для системи m звичай-

них диференцiальних рiвнянь першого порядку з найбiльш загальни-

ми крайовими умовами, розв’язки яких належать простору Соболєва-

Слободецького (W s
p )m, де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.



23

2. Показати, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

першого порядку вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом m− r на

парi нормованих просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m×Cr та встановити критерiй

однозначної розв’язностi цих задач.

3. Довести, що вимiрностi ядра та коядра оператора неоднорiдної крайової

задачi для системи диференцiальних рiвнянь першого порядку дорiв-

нюють вiдповiдно вимiрностi ядра та коядра характеристичної матрицi

цiєї крайової задачi.

4. Знайти конструктивнi достатнi умови збiжностi характеристичних ма-

триць послiдовностi неоднорiдних крайових задач.

5. Для крайових задач для системи диференцiальних рiвнянь першого

порядку, залежних вiд параметра ε ≥ 0, встановити конструктивний

критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просто-

рi (W s
p )m та показати, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач ма-

ють однаковий порядок малостi при ε → 0+ у вiдповiдних просторах

Соболєва-Слободецького.

6. Ввести та дослiдити найбiльш загальний клас багатоточкових лi-

нiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку, розв’язки яких належать простору Соболєва-

Слободецького (W s
p )m. Встановити достатнi умови неперервностi за па-

раметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi (W s
p )m у випад-

ку s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.



24

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у наступному:

1. Знайдено характер розв’язностi крайових задач для системи m звичай-

них диференцiальних рiвнянь першого порядку з найбiльш загальни-

ми крайовими умовами, розв’язки яких належать простору Соболєва-

Слободецького (W s
p )m, де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.

2. Показано, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

першого порядку вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом m − r

на парi нормованих просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m × Cr та встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Доведено, що вимiрностi ядра та коядра оператора крайової задачi для

системи диференцiальних рiвнянь першого порядку дорiвнюють вiдпо-

вiдно вимiрностi ядра та коядра введеної в роботi числовi характери-

стичної матрицi цiєї крайової задачi.

4. Знайдено конструктивнi достатнi умови збiжностi характеристичних

матриць послiдовностi неоднорiдних крайових задач.

5. Для крайових задач для системи диференцiальних рiвнянь першого

порядку, залежних вiд параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний

критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просто-

рi (W s
p )m та показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач ма-

ють однаковий порядок малостi при ε → 0+ у вiдповiдних просторах

Соболєва-Слободецького.

6. Введено та дослiджено найбiльш загальний клас багатоточкових лi-

нiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку, розв’язки яких належать простору Соболєва-
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Слободецького (W s
p )m. Встановлено достатнi умови неперервностi за

параметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi (W s
p )m у ви-

падку s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.

Результати дисертацiї є завершеними.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Її результати та методика їх отримання можуть

бути використанi у подальшому розвитку теорiї одновимiрних фредгольмо-

вих крайових задач.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-

тацiї та постановка задач належать науковому керiвнику доктору фiзико-

математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Основнi науковi резуль-

тати, якi винесено на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей,

опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати,

що належать дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на:

• Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Шевченкiвська весна —

2020: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,

комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний

аналiз”, 15 – 16 квiтня, 2020 року, м. Київ, Україна.

• X Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих математикiв, 16 – 17

квiтня, 2021, м. Київ, Україна.

• Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, 3 – 5 червня, 2021, м.

Київ, Україна.
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• Мiжнародному семiнарi з Питань якiсної теорiї диференцiальних рiв-

нянь ”QUALITDE – 2021”, 18 – 20 грудня, 2021 року, м. Тбiлiсi, Грузiя.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 6

наукових працях. Три iз них [96, 42, 41] є статтям у наукових виданнях,

внесених до перелiку наукових фахових видань України, одна з яких [41]

входить до мiжнародних наукометричних баз даних Scopus та Web of Science

Core Collection. Роботи [38, 39, 40, 97] опублiковано у матерiалах мiжнародних

наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, перелiку умовних позначень, вступу,

трьох роздiлiв основної частини, висновкiв i списку використаних джерел,

що налiчує 90 найменувань, i додатку, який мiстить список публiкацiй здобу-

вача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Повний обсяг роботи складає 116 сторiнок друкованого тексту.

Подяки. Щиру подяку авторка висловлює своєму науковому керiвни-

ку доктору фiзико-математичних наук, професору Володимиру Андрiйовичу

Михайлецю за постановку задач, цiннi зауваження та поради у процесi роботи

над дисертацiєю.

Основний змiст дисертацiї. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми

дисертацiйної роботи, визначено мету i сформульовано задачi дослiдження,

а також висвiтлено наукову новизну отриманих результатiв. Наведено вiдо-

мостi про апробацiю роботи та публiкацiї.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за її

темою.

Другий роздiл присвячений дослiдженню найбiльш загальних крайових

задачач та найбiльш загальних багатоточкових крайовi задачi для системи m

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробi-
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гають простiр Соболєва-Слободецького (W s
p )m, де s ∈ (1,∞) \N, 1 ≤ p <∞.

Показано, що дослiджуваним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв опе-

ратор з iндексом m− r на парi нормованих просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m×Cr.

Доведено критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних крайових задач

у цих просторах. Встановлено, що вимiрностi ядра i коядра оператора крайо-

вої задачi дорiвнюють вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної

матрицi крайової задачi. Та показано застосування до послiдовностi характе-

ристичних матриць та послiдовностi лiнiйних неперервних операторiв.

Нехай задано скiнченний iнтервал (a, b) дiйсної осi, дiйсне число p ∈

[1,∞), натуральне число m i дробове число s ∈ (1,∞) \N. Тодi s = [s] + {s},

де [s] — цiла частина числа s, а {s} — його дробова частина.

Розглядається лiнiйна крайова задача для систем m звичайних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку

(Ly)(t) := y′(t) + A(t)y(t) = f(t), t ∈ (a, b), (1)

By = c. (2)

Тут довiльно задано матрицю-функцiю A(·) ∈ (W s−1
p )m×m, вектор-

функцiю f(·) ∈ (W s−1
p )m, вектор c ∈ Cr i лiнiйний неперервний оператор

B : (W s
p )m → Cr, (3)

а шуканою є вектор-функцiя y(·) ∈ (W s
p )m.

Коли права частина f(·) пробiгає простiр (W s−1
p )m, то розв’язки рiвнян-

ня (1) заповнюють весь простiр (W s
p )m. Тому умова (2) з оператором (3) є

найбiльш загальною. Вона охоплює: задачi Кошi, дво- i багатоточковi, iнте-

гральнi та мiшанi задачi, i ряд некласичних задач. Останнi можуть мiстити

похiднi цiлого i/чи дробового порядку бiльшого, нiж порядок рiвняння.

Запишемо задачу (1), (2) у виглядi лiнiйного операторного рiвняння

(L,B)y = (f, c), де (L,B) — лiнiйний оператор у парi банахових просторiв
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(L,B) : (W s+1
p )m → (W s

p )m × Cr. (4)

Нагадаємо, що лiнiйний неперервний оператор T : X → Y , де X i Y —

банаховi простори, називають фредгольмовим, якщо його ядро kerT i коя-

дро Y/T (X) скiнченновимiрнi. Якщо оператор T є фредгольмовим, то його

область значень T (X) замкнена в Y , а iндекс

indT := dim kerT − dim(Y/T (X)) ∈ Z

є скiнченним.

Теорема 2.2. Лiнiйний оператор (4) є обмеженим i фредгольмовим з

iндексом m− r.

Теорема 2.2 допускає уточнення щодо значень вимiрностей ядра та коя-

дра.

Позначимо через Y (·) ∈ (W s
p )m×m єдиний розв’язок матричної задачi

Y ′(t) + A(t)Y (t) = Om, t ∈ (a, b), Y (a) = Im, (5)

де Om — нульова, а Im — одинична (m×m) — матрицi.

Означення 2.1. Прямокутна числова матриця

M(L,B) ∈ Cm×r

є характеристичною для крайової задачi (1), (2), якщо її j-й стовпчик є

результатом дiї оператора B на j-й стовпчик матрицi-функцiї Y (·).

Тутm є число диференцiальних рiвнянь системи (1), а r — число крайових

умов.

Теорема 2.3. Вимiрностi ядра i коядра оператора (4) дорiвнюють вiд-

повiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi

dim ker(L,B) = dim ker
(
M(L,B)

)
,

dim coker(L,B) = dim coker
(
M(L,B)

)
.
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Iз теореми 2.3 випливає критерiй оборотностi оператора (L,B), тобто умо-

ви, за якої неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) має єдиний розв’язок i вiн

неперервно залежить вiд правих частин диференцiального рiвняння та кра-

йової умови.

Наслiдок 2.4. Оператор (L,B) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли

r = m i квадратна матриця M(L,B) є невиродженою.

У випадку 1 6 p <∞ для систем ЗДР порядку n ∈ N критерiй доведений

Гнип, Кодлюк i Михайлецем [12].

Наведемо деякi застосування цих результатiв.

Розглядається поряд iз задачею (1), (2) послiдовнiсть неоднорiдних кра-

йових задач

L(k)y(t, k) := y′(t, k) + A(t, k)y(t, k) = f(t, k), t ∈ (a, b), (6)

B(k)y(·, k) = c(k), k ∈ N, (7)

Тут матрицi-функцiї A(·, k), вектор-функцiї f(·, k), вектор c(k) i лiнiйнi не-

перервнi оператори B(k) задовольняють наведеним вище умовам для задачi

(1), (2).

Пов’яжемо з крайовими задачами (6), (7) послiдовнiсть лiнiйних неперерв-

них операторiв (L(k), B(k)) : (W s+1
p )m → (W s+1

p )m × Cr, та послiдовнiсть

характеристичних матриць M(L(k), B(k)) := [B(k)Y (·, k)] ∈ Cm×rзалежних

вiд параметра k ∈ N. Сформулюємо достатню умову збiжностi характери-

стичних матриць M(L(k), B(k)) до матрицi M(L,B).
Теорема 2.5. Якщо послiдовнiсть операторiв (L(k), B(k)) сильно збi-

гається до оператора (L,B) при k →∞ , то послiдовнiсть характеристи-

чних матриць M(L(k), B(k)) збiгається до матрицi M(L,B).



30

Наслiдок 2.6. В умовах теореми 2.5 починаючи з достатньо великих

k справджуються нерiвностi

dim ker(L(k), B(k)) ≤ dim ker
(
M(L(k), B(k))

)
,

dim coker(L(k), B(k)) ≤ dim coker
(
M(L(k), B(k))

)
.

Зокрема

а) якщо r = m i оператор (L,B) є оборотним, то оператори (L(k), B(k))

також є оборотними для великих k;

б) якщо крайова задача (1), (2) при будь-яких значеннях правих частин

має розв’язок, то крайовi задачi (6), (7) також мають розв’язок для великих

k;

в) якщо iснує не бiльш як один розв’язок деякої крайової задачi (1), (1), то

задачi (6), (7) не можуть мати рiзнi розв’язки для кожного досить великого

k.

У третьому роздiлi для найбiльш загальних крайових задач, залежних

вiд малого параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперерв-

ностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi (W s
p )m. Показано, що

похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однаковий порядок малостi

при ε → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва-Слободецького. Встановлено

достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв багатоточкової крайо-

вої задачi при ε = 0 у нормованому просторi (W s
p )m у випадку s ∈ (1,∞) \N,

1 ≤ p <∞.

Зафiксуємо число ε0 > 0. Розглядається лiнiйна крайова задача, залежна

вiд параметра ε ∈ [0, ε0)

L(ε)y(t, ε) := y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), t ∈ (a, b), (8)

B(ε)y(·, ε) = c(ε), (9)
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Тут довiльно задано матрицю-функцiю A(·) ∈ (W s−1
p )m×m, вектор-

функцiю f(·) ∈ (W s−1
p )m, вектор c ∈ Cm i лiнiйний неперервний оператор

B(ε) : (W s
p )m → Cm. (10)

Згiдно з теоремою 2.2 задача (8), (9) є фредгольмовою з

нульовим iндексом.

Вводяться аналогiчно до випадку просторiв Соболєва цiлого порядку

Означення 3.1. Розв’язок крайової задачi (8), (9) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються умови:

(∗) iснує таке додатне число ε1 < ε0, що для кожного ε ∈ [0, ε1), довiльних

правих частин f(·; ε) ∈ (W s−1
p )m i c(ε) ∈ Cm ця задача має єдиний

розв’язок y(·; ε), який належить простору (W s
p )m;

(∗∗) зi збiжностi правих частин f(·; ε)→ f(·; 0) в (W s−1
p )m i c(ε)→ c(0) в

Cm випливає збiжнiсть розв’язкiв

y(·; ε)→ y(·; 0) у (W s
p )m при ε→ 0 + .

Встановимо критерiй неперервностi розв’язку y = y(t, ε) крайової задачi

(8), (9) за параметром ε при ε→ 0+.

Введемо такi умови:

(0) гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ (a, b), B(0)y(·, 0) = 0 (11)

має лише тривiальний розв’язок;

(I) A(·, ε)→ A(·, 0) в (W s
p )m×m;

(II) B(ε)y → B(0)y в Cm для кожного значення y ∈ (W s+1
p )m.
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Умова (0) означає, що крайова задача (8), (9) при ε = 0 має єдиний

розв’язок.

Границi в умовах (I), (II) розглядаємо при ε→ 0+.

Теорема 3.2. Розв’язок крайової задачi (8), (9) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умову

(0) та граничнi умови (I), (II).

У випадку цiлого s критерiй доведено Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем, О.

О. Мурачем [15].

Попереднiй наш результат доповнює двобiчна оцiнка швидкостi збiжностi

розв’язкiв. Розглянемо такi величини:

∥∥y(·; 0)− y(·; ε)
∥∥
s,p
, (12)

d̃s−1,p(ε) :=
∥∥L(ε)y(·; 0)− f(·; ε)

∥∥
s−1,p +

∥∥B(ε)y(·; 0)− c(ε)
∥∥
Cm, (13)

де (12) є похибкою, а (13) — нев’язкою розв’язку y(·; ε) крайової зада-

чi (8), (9), якщо y(·; ε) розглядати як її точний розв’язок, а y(·; 0) — як на-

ближений.

Теорема 3.3. Нехай крайова задача (8), (9) задовольняє умови (0), (I)

i (II). Тодi iснують такi додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2, що для кожного

ε ∈ (0, ε2) має мiсце двобiчна оцiнка

γ1 d̃s−1,p(ε) ≤
∥∥y(·; 0)− y(·; ε)

∥∥
s,p
≤ γ2 d̃s−1,p(ε), (14)

де числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·; ε) i y(·; 0).

Згiдно з цiєю теоремою похибка i нев’язка розв’язку y(·; ε) крайової задачi

(8), (9) мають однаковий порядок малостi.

Застосуємо нашi результати до багатоточкових крайових задач.

Для кожного ε ∈ [0, ε0), ε0 > 0 пов’яжемо з системою (8) багатоточкову

фредгольмову крайову задачу
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B(ε)y(·, ε) =
r∑
j=0

ωj(ε)∑
k=1

s∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε), (15)

де числа {r, ωj(ε)} ⊂ N, вектори q(ε) ∈ Cm, матрицi β(l)
j,k(ε) ∈ Cm×m i

точки {tj, tj,k(ε)} ⊂ [a, b] довiльно задано.

Не припускається, що коефiцiєнти A(·, ε), β(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) ма-

ють певну регулярнiсть (наприклад, неперервнiсть чи вимiрнiсть) за па-

раметром ε при ε > 0. Вимагатиметься, щоб для кожного фiксованого

j ∈ {1, . . . , r} всi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, проте

для точок нульової серiї t0,k(ε) такої вимоги немає.

Згiдно з означенням 3.1, розв’язок y = y(·, ε) багатоточкової крайової

задачi (8), (15) неперервний за параметром ε, якщо вiн iснує, є єдиним i

задовольняє граничне спiввiдношення

∥∥y(·, ε)− y(·, 0)
∥∥
s,p
→ 0 при ε→ 0 + . (16)

Для того, щоб сформулювати граничну теорему, ввведемо наступнi

Припущення при ε→ 0+:

(α) tj,k(ε)→ tj для всiх j ∈ {1, . . . , r} та k ∈ {1, . . . , ωj(ε)};

(β)
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для всiх j ∈ {1, . . . , r} та l ∈ {0, . . . , s};

(δ)
ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥→ 0 для всiх k ∈ {1, . . . , ω0(ε)} та l ∈ {0, . . . , s}.

В умовi (δ) вираз ‖·‖ є нормою комплексної числової матрицi. Припущен-

ня (β) допускає, що норми коефiцiєнтiв β(l)
j,k(ε) можуть необмежено зростати

при ε → 0+, але не надто швидко. З умови (δ) випливає, що не потрiбно

вимагати збiжнiсть точок t0,j(ε) при ε→ 0+ на вiдмiну вiд умови (α).

Введемо додатковi

Припущення при ε→ 0+:
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(γp)
ωj(ε)∑
k=1

∥∥β(s)
j,k(ε)

∥∥∣∣tj,k(ε) − tj
∣∣1/p′ = O(1) для всiх j ∈ {1, . . . , r} i k ∈

{1, . . . , ωj(ε)}, де 1/p+ 1/p
′
= 1;

(γ′)
ωj(ε)∑
k=1

∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∣∣tj,k(ε) − tj∣∣ → 0 для всiх j ∈ {1, . . . , r}, k ∈ {1, . . . , ωj(ε)}

i l ∈ {0, . . . , s− 1}.

Сформулюємо достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв ба-

гатоточкових крайових задач.

Теорема 3.4. Нехай крайова задача (8), (15)

Якщо, крiм того, виконанi умови (0) i (I), то для достатньо малих ε її

розв’язок iснує, єдиний i задовольняє граничне спiввiдношення (16).при 1 ≤

p <∞ задовольняє припущення (α), (β), (γp), (γ′), (δ). Тодi вона задовольняє

граничну умову (II).

Якщо, крiм того, виконанi умови (0) i (I), то для достатньо малих ε її

розв’язок iснує, єдиний i задовольняє граничне спiввiдношення (16).

Зауваження. Системи умов (α), (β), (γp), (γ′), (δ) не гарантують рiв-

номiрну збiжнiсть неперервних операторiв B(ε) до B(0) при ε → 0+. Тому

теореми 3.3, 3.4 не випливають iз вiдомих фактiв теорiї лiнiйних операторiв.

У роботах Т. I. Кодлюк i В.А. Михайлеця [22], [23] було дослiджено ба-

гатоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

першого порядку в просторах Соболєва W n
p , де 1 ≤ p < ∞, n ∈ N, але то-

чки вiдрiзка [a, b], якi фiгурували у крайовiй умовi, були фiксованими i не

залежали вiд параметра.

У роботi Є.В. Гнип i Т. I. Кодлюк [12] було дослiджено некласичнi ба-

гатоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

довiльного порядку в просторах Соболєва W n
p , де 1 ≤ p < ∞, проте в цiй

роботi кiлькiсть точок у кожнiй серiї була сталою i не залежала вiд пара-
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метру. Випадок просторiв Соболєва-Слободецького для таких задач ранiше

не вивчався.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Як зазначалося у вступi, об’єктом дисертацiйного дослiдження є одно-

вимiрнi фредгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв

Соболєва-Слободецького, а предметом дослiдження є характер розв’язностi

та залежнiсть за параметром розв’язкiв крайових задач, найбiльш загаль-

них щодо просторiв Соболєва-Слободецького. Цим питанням присвячено

перший роздiл дисертацiї.

1.1. Задача Кошi

Питання, якi пов’язанi з граничним переходом у системах диференцi-

альних рiвнянь, виникають у багатьох задачах. Цi питання найкраще до-

слiджено стосовно задачi Кошi для систем звичайних лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку. Й. I. Гiхман [11], а потiм М. А. Кра-

сносельский та С. Г. Крейн [26], отримали фундаментальнi результати

про характер залежностi за параметром розв’язкiв задачi Кошi для не-

лiнiйних диференцiальних систем, правi частини яких неперервнi в iнте-

гральному сенсi. Важливiсть таких теорем, зокрема, пов’язана з тим, що

вони обґрунтовують вiдомий принцип усереднення М. М. Боголюбова та

М. М. Крилова (див., наприклад, [10]).

Задачi Кошi, для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку, дослiджували А. Ю. Лєвiн [29, 30], Я. Курцвейль i З. Ворел [27],

З. Опяль [101], У. Т. Рейд [102], Нгуен Тхе Хоан [46].

В 1962 роцi А. М. Самойленко [52, 53] доповнив iснуючi результати

Й. I. Гiхмана [11], М. А. Красносельского i С. Г. Крейна [26], Я. Курцвейля

i З. Вореля [27, 91, 92]. Пiдхiд запропонований А. М. Самойленком дозво-
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ляє з’ясовувати питання про характер залежностi розв’язкiв диференцi-

альних рiвнянь за параметром, вiдносно якого правi частини неперервнi в

iнтегральному сенсi. Для цього достатньо перейти вiд диференцiального

рiвняння до деякого, еквiвалентного йому, iнтегрального i дослiджувати

безпосередньо останнє.

Прикладом дослiдження неперервної залежностi вiд параметра

розв’язкiв задачi Кошi для лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь

високих порядкiв для комплекснозначних функцiй можна навести роботу

В. А. Михайлеця i Н. В. Реви [35].

Для лiнiйної матричної задачi Кошi вигляду

Y ′(t; k) = A(t; k)Y (t; k) + F (t; k), t ∈ [a, b], k ∈ N,

Y (a; k) = Im,

найпростiшою i досить грубою умовою на коефiцiєнти A(t; k) ∈ (C)m×m та

правi частини F (t; k) ∈ (C)m×m, яка забезпечує рiвномiрну збiжнiсть на

вiдрiзку [a, b] розв’язкiв Y (t; k) до Y (t; 0), є рiвномiрна на [a, b] збiжнiсть

матриць-функцiй A(t; k), F (t; k) до A(t; 0) i F (t; 0) вiдповiдно (див., напри-

клад, [81, 84]).

В загальнiшому випадку елементи матриць-функцiй A(t; k) та F (t; k)

належать банаховому простору (L1)
m×m, а A(t; k) та F (t; k) збiгаються

в цьому просторi до матриць A(t; 0) i F (t; 0) вiдповiдно, рiвномiрна збi-

жнiсть розв’язкiв Y (t; k) до Y (t; 0) на [a, b] є прямим наслiдком результа-

ту, встановленого ще в 1930 роцi Я. Д. Тамаркiним [105].

Бiльш тонкi достатнi умови для виконання спiввiдношення∥∥Y (t; k)− Y (t; 0)
∥∥
∞ → 0, k →∞. (1.1)

у застосуваннi до лiнiйного випадку є в результатах робiт М. А. Красно-

сельського i С. Г. Крейна [26].
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Нехай

A∨(t; k) =

∫ t

a

A(s; k)ds, F∨(t; k) =

∫ t

a

F (s; k)ds.

Цi достатнi умови полягають у виконаннi наступних збiжностей при k →

∞: ∥∥A∨(t; k)− A∨(t; 0)
∥∥
∞ → 0,

∥∥F∨(t; k)− F∨(t; 0)
∥∥
∞ → 0, (1.2)

та в iснуваннi сумовної мажоранти

∣∣A(t; k)
∣∣ ≤ h(t) ∈ L1, t ∈ [a, b], k ∈ N.

А. Ю. Лєвiн [29] удосконалив доведення, що дозволило послабити остан-

ню нерiвнiсть до такої:

‖A(t; k)‖1 ≤ c <∞, ∀k ∈ N. (1.3)

Крiм цього, виявилося, що при виконаннi (1.3), умова (1.2) є не лише до-

статньою, але й необхiдною для збiжностi (1.1).

В. Т. Рейд [102] встановив, що для виконання граничного спiввiдноше-

ння (1.1) достатньо, щоб при k → ∞ коефiцiєнти R(t; k) = [A(t; k) −

A(t; 0)] ∈ (C)m×m слабко збiгалися в просторi L1 до нуля.

Якщо вiдкинути обмеження (1.3), то проблема стає суттєво складнi-

шою. Хоча в деяких випадках, наприклад, для скалярного рiвняння першо-

го порядку, спiввiдношення (1.3), очевидно, зайве. Але в цiлому це не так,

адже умова (1.2) сама по собi не є нi необхiдною, анi достатньою для збi-

жностi (1.1).
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1.2. Загальнi та багатоточковi крайовi задачi

Загальнi крайовi задачi є класичним об’єктом дослiджень теорiї звичай-

них диференцiальних рiвнянь. У роботi I. Т. Кiгурадзе [18] були отриманi

достатнi умови рiвномiрної збiжностi розв’язкiв сiм’ї загальних лiнiйних

крайових задач для системи m ∈ N звичайних диференцiальних рiвнянь

першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.4)

U(ε)y(t; ε) = c(ε), (1.5)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (L1)
m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (L1)

m, ве-

ктори c(ε) ∈ Rm, а лiнiйнi неперервнi оператори

U(ε) : C
(
[a, b];Rm

)
→ Rm.

Теорема 1.1. Нехай однорiдна гранична крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0), U(0)y(t; 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок i при ε→∞ виконуються умови:

1) sup
ε

∥∥A(·; ε)
∥∥
1
<∞;

2) sup
ε

∥∥U(ε)
∥∥ <∞;

3) max
t∈[a,b]

∣∣ t∫
a

A(s; ε)ds−
t∫
a

A(s; 0)ds
∣∣→ 0;

4) max
t∈[a,b]

∣∣ t∫
a

f(s; ε)ds−
t∫
a

f(s; 0)ds
∣∣→ 0;

5) cε → c(0);

6) U(ε)y → U(0)y, ∀y ∈ (W 1
1 )m.

Тодi, починаючи з деякого ε0, задачi (1.4), (1.5) мають єдиний розв’язок i

∥∥y(·; ε)− y(·; 0)
∥∥
∞ → 0, ε→∞.
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Всi умови в теоремi є суттєвими. Умови 2) та 6) означають, що опера-

тори U(ε) сильно збiгаються до оператора U(0). Тому в умовi 6) множину

ACm можна замiнити довiльною пiдмножиною вектор-функцiй, лiнiйна

оболонка яких щiльна в банаховому просторi C
(
[a, b];Rm

)
. Зi скiнченови-

мiрностi простору Rm випливає, що дана умова рiвносильна тому, що опе-

ратори U(ε) слабко збiгаються до оператора U(0). Вона суттєво слабша,

нiж умова рiвномiрної збiжностi операторiв:

∥∥U(ε)− U(0)
∥∥→ 0.

Можна показати, що для виконання умов 1), 4) i 2), 5) достатньо, щоб

A(·; ε) слабко збiгалась в банаховому просторi (L1)
m×m до матрицi-функцiї

A(·; 0), а f(·; ε) слабко збiгалась у банаховому просторi (L1)
m до вектор-

функцiї f(·; 0). Тим бiльше для цього достатньо збiжностi в нормах вiд-

повiдних просторiв. Зазначимо, що з цих умов не випливає збiжнiсть за

мiрою Лебега i тим бiльше поточкова збiжнiсть майже скрiзь на вiдрiзку

[a, b].

У роботах [37, 89] Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлець та Н. В. Рева уза-

гальнили теорему I. Т. Кiгурадзе та покращили його результати. А саме

iстотно послабити умови теореми Кiгурадзе не лише на ростки вiдобра-

жень A(·; ε), а й на f(·; ε) в точцi ε = 0.

У роботах [19, 35, 37, 66] було знайдено достатнi умови неперервної

залежностi вiд параметра ε при ε → 0+ розв’язкiв загальних крайових

задач для систем рiвнянь першого порядку за рiвномiрною нормою ‖ · ‖∞.

Окремим випадком загальних крайових задач є багатоточковi задачi. Їх

особливiстю є те, що промiжнi точки, якi входять у крайовi умови, поро-

джують ряд проблем таких, як порушення гладкостi функцiї Грiна, вiдсу-

тнiсть спряженої задачi та iнше.



41

Питанню iснування та єдиностi i побудови наближених методiв знахо-

дження розв’язкiв багатоточкових крайових задач присвячено багато робiт

таких вiдомих математикiв, як I. Т. Кiгурадзе [20], В. Д. Пономарьов [50],

А. М. Самойленко [52, 54], Дж. Сансоне [55], К. А. Хасеiнов [59, 60, 61],

L. K. Jackson [83], А. Ю. Левiн [28, 31], Ю. В. Покорний [47, 48, 49], Є. С. Чi-

чкiн [65], P. R. Beesack [71], L. J. Grimm i P. W. Eloe [82] та iншi.

Теореми про iснування та єдинiсть i неперервнiсть за параметром

розв’язкiв загальних i найбiльш загальних крайових задач та методика їх

доведень були застосованi до дослiдження багатоточкових крайових задач у

роботах Н. В. Реви [51], Т. I. Кодлюк [22, 24], Т. I. Кодлюк i В. А. Михайле-

ця [23], Г. О. Чеханової [62], Є. В. Гнип i Т. I. Кодлюк [12], В. О. Солдатова

[57], В. О. Солдатова i Г. О. Маслюк [34], Г. О. Маслюк [33].

У своїй роботi [51] Н. В. Рева розглянула параметризовану числом

ε ∈ [0, ε0] сiм’ю багатоточкових крайових задач для системи m ∈ N ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), (1.6)

U(ε)y(t; ε) :=
n∑
j=1

Bj(ε)y(tj; ε) = 0, (1.7)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (L1)
m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (L1)

m, ма-

трицi Bj(ε) ∈ Cm×m, tj ∈ [a, b], j ∈ J := {1, 2, ..., n}, n ∈ N.

У роботi Н. В. Реви [51] встановлена

Теорема 1.2. Нехай гранична однорiдна крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0),

U(0)y(t; 0) :=
n∑
j=1

Bj(0)y(tj; 0) = 0,

має лише тривiальний розв’язок i виконуються умови:
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1) A(·; ε)− A(·; 0) = R(·; ε) ∈Mm;

2)
∥∥f(·; ε)

∥∥
1

= O(1);

3)
∥∥f∨(·; ε)− f∨(·; 0)

∥∥
∞ → 0, ε→ 0+;

4) ∀j ∈ J : Bj(ε) −→ Bj(0), ε→ 0 + .

Тодi для достатньо малих значень ε розв’язки y(·; ε) задачi (1.6), (1.7) ви-

значенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

∥∥y(·; ε)− y(·; 0)
∥∥
∞ → 0, ε→ 0 + .

Тут Mm := Mm[a, b], m ∈ N — клас всiх m × m комплекснозначних

сумовних на [a, b] матриць-функцiй R(·; ε) : [0, ε0]→ (L1)
m×m, для яких нор-

мований розв’язок Z(·; ε) системи

Z ′(t; ε) = R(t; ε)Z(t; ε), Z(a; ε) ≡ Im

задовольняє граничне спiввiдношення

lim
ε→0+

∥∥Z(t; ε)− Im
∥∥
(0)

= 0.

Випадок, коли коефiцiєнти A(·) належать бiльш вузькому простору, а

саме простору Соболєва W n−1
p

(
[a, b];Cm×m), де 1 ≤ p < ∞, дослiджено в

роботах [22, 23] Т. I. Кодлюк.

У роботi [24] розглянута параметризована числом ε ∈ [0, ε0] сiм’я бага-

тоточкових крайових задач для системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь

першого порядку наступного вигляду:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), (1.8)
k∑
j=1

Bj(ε)y(tj; ε) = cε, (1.9)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (W n−1

p )m,

матрицi Bj(ε) ∈ Cm×m, вектори cε ∈ Cm, t, tj ∈ [a, b], j = {1, 2, ..., k}, k ∈ N.
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У цiй роботi встановлена

Теорема 1.3. Нехай гранична однорiдна крайова задача вигляду (1.8),

(1.9) має лише тривiальний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються умови:

1)
∥∥A(·; ε)− A(·; 0)

∥∥
n−1,p → 0;

2)
∥∥f(·; ε)− f(·; 0)

∥∥
n−1,p → 0;

3) cε → c0;

4)
∥∥Bj(ε)→ Bj(0)

∥∥, j = {1, 2, ..., k}.

Тодi для достатньо малих значень ε розв’язки y(·; ε) задачi (1.8), (1.9) ви-

значенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

∥∥y(·; ε)− y(·; 0)
∥∥
n,p
→ 0, ε→ 0 + .

У роботi Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [23] було дослiджено бага-

тоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

першого порядку в просторах Соболєва W n
p , де 1 ≤ p < ∞, але точки вiд-

рiзка [a, b], якi фiгурують у крайовiй умовi, є фiксованими i не залежать

вiд параметра. У роботi Є.В. Гнип i Т. I. Кодлюк [12] також дослiджено

некласичнi багатоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцi-

альних рiвнянь у просторах Соболєва W n
p , де 1 ≤ p <∞, проте в цiй роботi

кiлькiсть точок у кожнiй серiї не залежить вiд параметра.

Також у роботi [1] А. М. Атласюк було дослiджено найбiльш загальний

клас багатоточкових лiнiйних крайових задач для систем звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiгають простiр

Соболєва (W n
p )m, де 1 ≤ p ≤ ∞ та встановлено достатнi умови неперерв-

ностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi (W n
p )m

у випадку p =∞ та у випадку 1 ≤ p <∞.

Отже, залишається актуальним питання дослiдження найбiльш за-

гального класу багатоточкових лiнiйних крайових задач для систем зви-
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чайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiга-

ють простiр Соболєва-Слободецького W s−1
p

(
[a, b];Cm×m), де 1 ≤ p <∞. Ми

розглянемо випадок, коли точки вiдрiзка [a, b], якi фiгурують у крайових

умовах, не є фiксованими та залежать вiд числового параметра, а також

кiлькiсть точок у кожнiй серiї може залежати вiд параметра.
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1.3. Крайовi задачi для системи диференцiальних

рiвнянь першого порядку

Н. В. Ревою у дисертацiйнiй роботi [51] було розглянуто найбiльш за-

гальнi щодо простору W 1
1 крайовi задачi, що мiстять у собi загальнi кра-

йовi задачi, та дослiджено неперервнiсть за параметром розв’язкiв таких

задач за нормою простору Соболєва W 1
1 на вiдрiзку [a, b]. Розглянуто пара-

метризовану числом ε ∈ [0, ε0] сiм’ю неоднорiдних найбiльш загальних щодо

простору W 1
1 крайових задач для системи m ∈ N диференцiальних рiвнянь

першого порядку:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.10)

αεy(a; ε) +

∫ b

a

Φ(t; ε)y′(t; ε)dt = c(ε), (1.11)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (L1)
m×m, Φ(·; ε) ∈ (L∞)m×m, вектор-функцiї

f(·; ε) ∈ (L1)
m, матрицi αε ∈ Cm×m, а вектори c(ε) ∈ Cm.

У випадку, коли матрицi-функцiї Φ(·; ε) мають обмежену варiацiю по t

на [a, b], умова (1.11) еквiвалентна загальнiй крайовiй.

Пiд розв’язком найбiльш загальної щодо простору W 1
1 крайової задачi ро-

зумiється вектор-функцiя y(·; ε) ∈ (W 1
1 )m, яка задовольняє диференцiальне

рiвняння (1.10) майже скрiзь на вiдрiзку [a, b] та крайову умову (1.11).

Теорема 1.4. Нехай однорiдна гранична крайова задача

y′(t; 0) = A(t; 0)y(t; 0) + f(t; 0), α0y(a; 0) +

∫ b

a

Φ(t; 0)y′(t; 0)dt = c0,

має лише тривiальний розв’язок i при ε→ 0+ виконуються умови:

1)
∥∥A(·; ε)− A(·; 0)

∥∥
1
→ 0+;

2)
∥∥f(·; ε)− f(·; 0)

∥∥
1
→ 0+;

3) cε → c(0);



46

4) αε → α0;

5)
∥∥Φ(·; ε)− Φ(·; 0)

∥∥
∞ → 0 + .

Тодi для достатньо малих ε > 0 задача (1.10), (1.11) має єдиний

розв’язок та виконується збiжнiсть

∥∥y(·; ε)− y(·; 0)
∥∥
1,1
→ 0, ε→ 0 + .

Неперервну залежнiсть за параметром розв’язкiв найбiльш загальних

крайових задач у нормах просторiв Соболєва W n
p , де 1 ≤ p <∞, дослiджено

у роботi [24] Т. I. Кодлюк.

У роботi [24] розглянуто параметризовану числом ε ∈ [0, ε0] сiм’ю не-

однорiдних найбiльш загальних щодо простору W n
p крайових задач для си-

стеми m ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку:

y′(t; ε) = A(t; ε)y(t; ε) + f(t; ε), t ∈ [a, b], (1.12)

U(ε)y(t; ε) = c(ε), (1.13)

де матрицi-функцiї A(·; ε) ∈ (W n−1
p )m×m, вектор-функцiї f(·; ε) ∈ (W n−1

p )m,

вектори c(ε) ∈ Cm, а лiнiйнi неперервнi оператори

U(ε) : W n
p

(
[a, b],Cm

)
→ Cm.

Пiд розв’язком найбiльш загальної щодо просторуW n
p крайової задачi ро-

зумiється вектор-функцiя y(·; ε) ∈ (W n
p )m, яка задовольняє диференцiальне

рiвняння (1.12) майже скрiзь на вiдрiзку [a, b] та крайову умову (1.13).

Теорема 1.5. Нехай однорiдна гранична крайова задача вигляду (1.12),

(1.13) має лише тривiальний розв’язок i при ε → 0+ виконуються умови:

1)
∥∥A(·; ε)− A(·; 0)

∥∥
n−1 → 0+;

2)
∥∥f(·; ε)− f(·; 0)

∥∥
n−1 → 0+;

3) cε → c(0);
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4) U(ε)y → U(0)y для кожного y ∈ (W n
p )m.

Тодi для достатньо малих ε > 0 розв’язок задачi (1.12), (1.13) однозна-

чно визначений та виконується збiжнiсть∥∥y(·; ε)− y(·; 0)
∥∥
n,p
→ 0, ε→ 0 + .

Найбiльш загальнi крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь

першого порядку щодо просторiв дробової гладкостi дослiджено в роботах

[13, 75, 99] та щодо просторiв неперервно диференцiйовних функцiй у робо-

тi [44].

У роботi [2] А. М. Атласюк для крайових задач для системи ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку, залежних вiд малого параметра

ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параме-

тром розв’язкiв при ε = 0 у просторi (W n
p )m та показано, що похибка i

нев’язка розв’язкiв цих задач мають однаковий порядок малостi при ε→ 0+

у вiдповiдних просторах Соболєва.

Разом з тим, вiдкритим залишається питання неперервностi за па-

раметром ε → 0+ розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для си-

стем рiвнянь першого порядку у просторi Соболєва-Слободецького (W s
p )m,

де 1 ≤ p <∞.

Питання фредгольмових крайових задач у просторах Соболєва було роз-

глянуто у дисертацiйнiй роботi А. М. Атласюк, а саме:

-дослiджено характер розв’язностi найбiльш загальних крайових за-

дач для системи m звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку,

розв’язки яких пробiгають простiр Соболєва (W n
p )m, де 1 ≤ p ≤ ∞ [2];

-показано, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

першого порядку вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом m − l на па-

рi нормованих просторiв (W n
p )m i (W n−1

p )m × Cl та встановлено критерiй

однозначної розв’язностi цих задач [1];
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-доведено, що вимiрностi ядра та коядра оператора крайової задачi для

системи диференцiальних рiвнянь першого порядку дорiвнюють вiдповiдно

вимiрностi ядра та коядра характеристичної матрицi цiєї крайової задачi

[2].

Питання, зазначенi вище, не розглядалися ранiше та є актуальними

для систем рiвнянь першого порядку у просторi Соболєва-Слободецького.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi обговорено об’єкт дослiдження — одновимiрнi фре-

дгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Соболєва-

Слободецького, а також предмет дослiдження — характер залежностi за

параметром розв’язкiв крайових задач, найбiльш загальних щодо просто-

рiв Соболєва-Слободецького. Iз наведених вiдомостей можна зробити такi

висновки:

1. Недослiдженим залишається питання неперервної залежностi за па-

раметром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем

лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку у про-

сторах Соболєва-Слободецького (W s
p )m, де 1 ≤ p <∞.

2. Актуально розглянути застосування теорем про неперервнiсть за па-

раметром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач до некласи-

чних багатоточкових крайових задач.

3. Недослiдженим є також питання поширення отриманих результа-

тiв на систему диференцiальних рiвнянь першого порядку у просторах

Соболєва-Слободецького (W s
p )m, де 1 ≤ p <∞, якiй вiдповiдає лiнiйний

фредгольмiв оператор iз ненульовим iндексом.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗНIСТЬ НЕОДНОРIДНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

У цьому роздiлi дослiджено найбiльш широкий клас нетерових однови-

мiрних крайових задач у просторах Соболєва-Слободецького. Крайовi умо-

ви в них можуть мiстити похiднi розв’язку цiлого або дробового порядку.

Встановлено, що кожнiй iз таких крайових задач вiдповiдає деяка прямо-

кутна числова характеристична матриця, вимiрностi ядра i коядра якої

збiгаються вiдповiдно з вимiрностями ядра i коядра крайової задачi. Знайде-

нi достатнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних матриць,

розглянутих крайових задач.

2.1. Постановка задачi

Нехай задано довiльним чином скiнченний iнтервал (a, b) дiйсної осi, дiй-

сне число p ∈ [1,∞), натуральне число m i дробове число s ∈ (1,∞) \N. Як

звичайно, запишемо s = [s] + {s}, де [s] — цiла частина числа s, а {s} —

його дробова частина.

Позначимо через W n
p := W n

p ([a, b];C) комплексний простiр Соболє-

ва i покладемо W 0
p := Lp. Аналогiчно позначимо простори Соболєва

вектор-функцiй (W n
p )m := W n

p ([a, b];Cm) i матриць-функцiй (W n
p )m×m :=

W n
p ([a, b];Cm×m), елементи яких належать функцiональному просторуW n

p .

Норми у цих просторах позначимо через ‖ · ‖n,p; вони є сумами вiдповiдних

норм у W n
p всiх елементiв векторно- або матричнозначної функцiї. З кон-

тексту завжди зрозумiло, про норму в якому саме просторi (скалярних,

вектор- чи матриць-функцiй) йде мова. Якщо m = 1, то всi цi простори

збiгаються. Як вiдомо, простори W n
p є банаховими i сепарабельними при

p <∞.
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Позначимо через W s
p := W s

p ([a, b];C), де 1 ≤ p < ∞ i нецiле s > 1,

простiр Соболєва–Слободецького всiх комплекснозначних функцiй, якi нале-

жать простору Соболєва W [s]
p i задовольняють умову

‖f‖s,p := ‖f‖[s],p +

 b∫
a

b∫
a

∣∣f [s](x)− f [s](y)
∣∣p

|x− y|1+{s}p
dxdy

1/p

< +∞,

де [s] є цiла, а {s} — дробова частина числа s. Тут, нагадаємо, ‖ · ‖[s],p —

норма у просторi Соболєва W [s]
p . Ця рiвнiсть задає норму ‖f‖s,p на просторi

W s
p .

Розглянемо на скiнченному iнтервалi (a, b) лiнiйну крайову задачу для

системи m диференцiальних рiвнянь першого порядку

(Ly)(t) := y′(t) + A(t)y(t) = f(t), t ∈ (a, b), (2.1)

By = c, (2.2)

де матриця-функцiя A(·) належить простору (W s−1
p )m×m, вектор-функцiя

f(·) – простору (W s−1
p )m, вектор c — простору Cr, а B є лiнiйним неперерв-

ним оператором

B : (W s
p )m → Cr.

Крайова умова (2.2) задає r скалярних крайових умов для системи m ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку. Вектори i вектор-функцiї вважає-

мо записаними у виглядi стовпцiв. Пiд розв’язком крайової задачi (2.1), (2.2)

розумiємо вектор-функцiю y(·) ∈ (W s
p )m, яка задовольняє рiвняння (2.1) при

s > 1 + 1/p скрiзь, а при s ≤ 1 + 1/p майже скрiзь на (a, b), та рiвнiсть

(2.2), яка задає r скалярних крайових умов.

Розв’язок рiвняння (2.1) заповнює простiр (W s
p )m, якщо його права ча-

стина f(·) перебiгає простiр (W s−1
p )m. Тому гранична умова (2.2) є найбiльш

загальною умовою для цього рiвняння. Вона включає всi вiдомi типи кла-

сичних граничних умов (а саме задачу Кошi, дво- та багатоточковi задачi,
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iнтегральнi та змiшанi задачi) та численнi некласичнi задачi. Останнiй

клас задач може мiстити похiднi цiлого або дробового порядку β шуканої

вектор-функцiї, де

0 ≤ β < s− 1

p
.

Лема 2.1. Нехай матриця-функцiя A належить (W s−1
p )m×m. Якщо ди-

ференцiйовна функцiя y : [a, b] → Cm є розв’язком системи (2.1) для деякої

правої частини f ∈ (W s−1
p )m, то y ∈ (W s

p )m. Бiльше того, якщо f про-

бiгає весь простiр (W s−1
p )m, то розв’язки рiвняння (2.1) пробiгають увесь

простiр (W s
p )m.

Доведення. Нехай f ∈
(
W s−1

p

)m диференцiйовна i y є розв’язком (2.1).

Доведемо, що y ∈
(
W s

p

)m. Враховуючи, що A i f є неперервнi на [a, b], маємо

y′ = f − Ay ∈ (C([a, b]))m ⇒ y ∈
(
C(1)([a, b])

)m
⊂ (Lp([a, b]))

m .

Бiльше того, y′ ∈
(
W s−1

p

)m ⇒ y ∈
(
W s

p

)m
. (∗)

Справдi, якщо y′ ∈
(
W s−1

p

)m
, то y′ = f−Ay ∈

(
W s−1

p

)m
, i тому y ∈

(
W s

p

)m
.

Включення y ∈ (Lp([a, b]))
m i властивiсть (*) зумовлюють, що y ∈

(
W s

p

)m
.

Доведемо останнє твердження леми: ∀f ∈
(
W s−1

p

)m iснує розв’язок

системи (2.1). Тодi y ∈
(
W s

p

)m
. Враховуючи очевидну iмплiкацiю, y ∈(

W s
p

)m ⇒ Ly ∈
(
W s

p

)m, отримаємо останнє твердження леми.

Лему 2.1 доведено.

Позначимо через Y (·) ∈ (W s
p )m×m єдиний ров’язок лiнiйного однорiдного

матричного рiвняння з початковою умовою Кошi:
Y ′(t) + A(t) · Y (t) = 0, t ∈ (a, b)

Y (a) = Im

(2.3)
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Покладемо

[BY ] :=

B

y1,1(·)

...

ym,1(·)

 . . . B


y1,m(·)

...

ym,m(·)


 . (2.4)

Числова прямокутна матриця [BY ] утворюється в результатi дiї опера-

тора B на вiдповiднi стовпчики (з тими ж номерами) матрицанта Y (·)

матричної задачi Кошi (3.3).

Означення 2.1. Будемо називати прямокутну числову матрицю

M(L,B) ∈ Cm×r (2.5)

характеристичною для крайової задачi 2.1,2.2, якщо її j-й стовпчик є резуль-

татом дiї оператора B на j-й стовпчик матрицанта Y (·).
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2.2. Допомiжнi результати

У даному пiдроздiлi ми встановимо твердження допомiжного характе-

ру, якi будуть використанi в доведеннi основних теорем.

Лема 2.2. Нехай матриця-функцiя Y (·) ∈
(
W s

p

)m×m є невиродженою

для кожного t ∈ [a, b]. Тодi обернена матриця-функцiя Y −1(·) ∈
(
W s

p

)m×m.
Доведення. Спочатку доведемо для m = 1. Нехай Y −1(·) ∈ W l

p. Тодi

(Y −1)′(·) = −Y ′(·)Y −2(·).

Отримаємо

(Y −1)(l) =
(
Y −1)′

)(l−1)
=
(
−Y ′(·)Y −2(·)

)(l−1)
.

Функцiя Y вiдокремлена вiд нуля i Y ′ ∈ W s−1
p ⇒ Y ′(·)Y −2(·) ∈ W s−1

p ⇒

⇒
b∫

a

 b∫
a

∣∣∣(−Y ′(u)Y −2(u)
)(l−1) − (−Y ′(v)Y −2(v)

)(l−1)∣∣∣
|u− v|1+σ

du

 dv−збiгається⇒

b∫
a

 b∫
a

∣∣∣(Y −1(u)
)(l) − (Y −1(v)

)(l)∣∣∣
|u− v|1+σ

du

 dv (2.6)

–збiгається. Так як, Y −1(·) ∈ W l
p, iнтеграл (2.6) збiгається, то Y −1(·) ∈

W s
p .

Доведемо лему для випадку m ≥ 2. Як вiдомо,

Y −1(t) =
1

detY (t)
Y T (t),

де Y T (·)− транспонована матриця-функцiя, утворена алгебраїчними допов-

неннями елементiв матрицi-функцiї Y (·). За умовою, Y (·) ∈ (W s
p )m×m. Тодi

Y T (·) ∈ (W s
p )m×m, оскiльки функцiональний клас W s

p утворює банахову ал-

гебру. Тому, використовуючи доведенний вище факт i останню рiвнiсть,

отримуємо, що Y −1 ∈ (W s
p )m×m.
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Лему 2.2 доведено.

Лема 2.3. Для довiльної матрицi-функцiї Y (·) ∈ (W s
p )m×m, вектора q ∈

Cm та лiнiйного неперервного оператора B : (W s
p )m×m × Cm є правильною

рiвнiсть

B(Y (·)q) = [BY ] q,

де матриця [BY ] визначена рiвнiстю (2.4).

Доведення. Нехай матриця-функцiя Y (·) = (yij(·))mi,j=1, а вектор-

стовпчик q = (qj)
m
j=1. Позначимо через

(αi)
m
i=1 = [BY ] q та (βi)

m
i=1 = B(Y (·)q).

Нехай

B(yk(·))mk=1 =: (ck)
m
k=1.

При дiї оператора B на матрицю-функцiю Y (·) отримуємо матрицю

[BY ] = (cij)
m
i,j=1.

Тодi одержимо

(αi)
m
i=1 = (cij)

m
i,j=1(qj)

m
j=1 =

(
m∑
j=1

cijqj

)m

i=1

.

Отже, довiльний елемент αi має вигляд

αi =
m∑
j=1

cijqj, i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Але мають мiсце наступнi рiвностi

(βi)
m
i=1 = B

(
(yij(·))mi,j=1(qj)

m
j=1

)
= B

(
m∑
j=1

yij(·)qj

)m

i=1

=

=
m∑
j=1

(Byij(·))mi=1 qj =
m∑
j=1

(cij)
m
i=1 qj =

(
m∑
j=1

cijqj

)m

i=1

.
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Iз цього випливає, що αi = βi, i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Лему 2.3 доведено.

Позначимо через M(W s
p ) комплексний лiнiйний простiр усiх функцiй

ϕ : (a, b) → C таких, що f ∈ W s
p ⇒ ϕf ∈ W s

p . Функцiї класу M(W s
p )

називають (поточковими) мультиплiкаторами у просторi W s
p . Лiнiйний

оператор множення на функцiю ϕ ∈ M(W s
p ) заданий на всьому просторi

W s
p i замкнений там. Тому на пiдставi теореми про замкнений графiк цей

оператор обмежений на W s
p , тобто

‖ϕ‖M ;s,p := sup

{
‖ϕf‖s,p
‖f‖s,p

: f ∈ W s
p , f 6= 0

}
<∞.

Простiр M(W s
p ) надiлений нормою ‖ · ‖M,s,p та є повним вiдносно неї.

Лема 2.4. Нехай s > 1. Тодi W 1
p ⊂ M(W s

p ), причому iснує число c > 0

таке, що

‖ϕ‖M ;s,p ≤ c ‖ϕ‖1,p для довiльного ϕ ∈M(W s
p ). (2.7)

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли p > 1. Нехай ϕ ∈ W 1
p .

Оскiльки W 1
p — банахова алгебра, то знайдеться число c1 > 0 таке, що

‖ϕf‖1,p ≤ c1‖f‖1,p для довiльного f ∈ W 1
p . Зауважимо, що ϕ ∈ W 1

p ⊂ W 1
1 ⊂

C[a, b]. Отже, ‖ϕf‖p ≤ c2‖f‖p для будь-якого f ∈ Lp, де c2 — супремум-

норма функцiї ϕ на вiдрiзку [a, b]. Таким чином, оператор множення на

функцiю ϕ є обмеженим на кожному з просторiв W 1
p i Lp. Простiр W s

p , де

0 < s < 1, є результатом дiйсної iнтерполяцiї мiж W 1
p i Lp (див., напри-

клад, [106, теорема 4.3.1/1]). Тому цей оператор обмежений i наW s
p , тобто

ϕ ∈ M(W s
p ). Отже, W 1

p ⊂ M(W s
p ) у розглянутому випадку. Якщо p = 1,

це вкладення виконується згiдно з [32, наслiдок 3.3.1]. Потрiбна нерiвнiсть

(2.7) випливає тепер з повноти просторiвW 1
p iM(W s

p ) i узгодженостi норм

у них (остання справджується, оскiльки цi простори неперервно вкладенi

в W s
p ). Лему 2.4 доведено.
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2.3. Теорема про гомеоморфiзми

Позначимо через Y (·) ∈ (AC[a, b])m×m єдиний розв’язок матричної зада-

чi Кошi

Y ′(t) + A(t)Y (t) = 0 для м.в. t ∈ (a, b), (2.8)

Y (a) = Im, (2.9)

де коефiцiєнт A(·) ∈
(
W s−1

p

)m×m. Тут, звiсно, Im — одинична матриця

порядку m, а (AC[a, b])m×m — комплексний простiр усiх m × m-матриць-

функцiй, елементи яких є абсолютно неперервними скалярними функцiями

на вiдрiзку [a, b]. Похiдна матрицi-функцiї класу (AC[a, b])m×m означена у

майже всiх (м.в.) точках цього вiдрiзка. Як вiдомо, числова матриця Y (t)

невироджена у кожнiй точцi t ∈ [a, b].

Розглянемо питання про однозначну розв’язнiсть задачi (2.8), (2.9) у

просторi (W s
p )m×m. Введемо метричний простiр матриць-функцiй

(Ysp) :=
{
Y (·) ∈ (W s

p )m×m : Y (a) = Im, detY (t) 6= 0
}
,

надiлений метрикою

dsp(Y, Z) := ‖Y (·)− Z(·)‖s,p.

Теорема 2.1. Розглянемо нелiнiйне вiдображення γ : A 7→ Y , де A(·) ∈

(W s−1
p )m×m, а Y (·) ∈ (AC[a, b])m×m є розв’язком задачi Кошi (2.8), (2.9). Це

вiдображення є гомеоморфiзмом банахового простору (W s−1
p )m×m на метри-

чний простiр (Ysp).

Доведення теореми здiйснимо у три кроки.

Крок 1. Покажемо, що γ — бiєкцiя мiж множинами (W s−1
p )m×m i (Ysp).

Спочатку доведемо iндукцiєю за цiлим [s] ≥ 0, що

A(·) ∈ (W s−1
p )m×m =⇒ Y (·) ∈ (W s

p )m×m. (2.10)
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Обґрунтуємо цю iмплiкацiю у випадку, коли [s] = 0. Якщо A(·) ∈

(W s−1
p )m×m, то Y ′(·) = −A(·)Y (·) ∈ (Lp)

m×m, оскiльки усi елементи

матрицi-функцiї Y (·) обмеженi на [a, b]. Отже, Y (·) ∈ (W 1
p )m×m i тому

Y ′(·) = −A(·)Y (·) ∈ (W s−1
p )m×m за лемою 2.4. Звiдси Y (·) ∈ (W s

p )m×m, тоб-

то ми довели (2.10) у вказаному випадку.

Припустимо тепер, що iмплiкацiя (2.10) iстинна для деякого цiлого чи-

сла [s] = k ≥ 0. Доведемо її у випадку, коли [s] = k + 1. Якщо вико-

нується включення A(·) ∈ (W s
p )m×m ⊂ (W s−1

p )m×m, то Y (·) ∈ (W s
p )m×m

за iндуктивним припущенням, бо [s − 1] = k. Отже, матриця-функцiя

Y ′(·) = −A(·)Y (·) належить до (W s−1
p )m×m, оскiльки W s−1

p — алгебра у роз-

глянутому випадку. Звiдси Y (·) ∈ (W s
p )m×m, тобто ми довели (2.10) у ви-

падку, коли [s] = k + 1. Таким чином, згiдно з принципом математичної

iндукцiї iмплiкацiя (2.10) iстинна за будь-якого цiлого числа [s] ≥ 0.

Отже, вiдображення γ дiє на парi просторiв (W s−1
p )m×m i (Ysp). Во-

но iн’єктивне, оскiльки A(·) = −Y ′(·)Y −1(·). Покажемо, що воно i

сюр’єктивне. Для довiльно вибраної матрицi-функцiї Y (·) ∈ (Ysp) покладемо

A(·) := −Y ′(·)Y −1(·). Оскiльки Y ′(·) ∈ (W s−1
p )m×m i Y −1(·) ∈ (W s

p )m×m, то

Y ′(·)Y −1(·) ∈ (W s−1
p )m×m. Цей висновок робимо на пiдставi леми 2.4, якщо

s > 1, або з огляду на те, що простiр (W s−1
p )m×m — банахова алгебра, якщо

s > 1+1/p. Отже, A(·) ∈ (W s−1
p )m×m. Оскiльки Y (·) — розв’язок задачi Ко-

шi (2.8), (2.9), то γ(A(·)) = Y (·). Ми довели, сюр’єктивнiсть вiдображення

γ : (W s−1
p )m×m → (Ysp). (2.11)

Таким чином, воно — бiєкцiя.

Крок 2. Покажемо, що вiдображення (2.11) неперервне. Розглянемо па-

раметризованi числом ε ∈ [0, ε0] матричнi задачi Кошi вигляду

Y ′(t; ε) = −A(t; ε)Y (t; ε) для м.в. t ∈ (a, b), (2.12)
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Y (a; ε) = Im, (2.13)

де A(·; ε) ∈ (W s−1
p )m×m. Усi границi розглядаємо при ε → 0+. Припустимо,

що

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s,p → 0. (2.14)

Треба довести, що тодi (єдинi) розв’язки задач (2.12), (2.13) задовольняють

умову

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p → 0. (2.15)

Розглянемо спочатку випадок, коли [s] = 0. Оскiльки

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖p → 0

згiдно з нашим припущенням, то

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖1,p → 0 (2.16)

на пiдставi [90, теорема 2.1]. Крiм того,

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s−1,p = ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s−1,p ≤

≤ ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; ε)Y (·; 0)‖s−1,p + ‖A(·; ε)Y (·; 0)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s−1,p ≤

≤ c ‖A(·; ε)‖s−1,p ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖1,p + c ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s−1,p ‖Y (·; 0)‖1,p → 0

на пiдставi леми 2.4, припущення (2.14) i властивостi (2.16). Отже,

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p ≤ ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖p + ‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s−1,p → 0.

Розглянемо тепер випадок, коли [s] ≥ 1. У цьому випадку з умови (2.14)

випливає спiввiдношення

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖[s−1],p → 0, (2.17)

а з нього — властивiсть

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s−1,p ≤ ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖[s],p → 0
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на пiдставi [90, теорема 2.1]. Тому

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s−1,p = ‖A(·; ε)Y (·; ε)− A(·; 0)Y (·; 0)‖s−1,p ≤

≤ ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s−1,p ‖Y (·; ε)‖s−1,p + ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s−1,p ‖A(·; 0)‖s−1,p → 0,

оскiльки s > 1. Отже,

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p ≤ ‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖p + ‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s−1,p → 0.

Ми довели неперервнiсть вiдображення (2.11).

Крок 3. Доведемо неперервнiсть оберненого вiдображення. Припустимо,

що виконується спiввiдношення (2.15). Тодi

‖Y ′(·; ε)− Y ′(·; 0)‖s−1,p → 0.

Крiм того,

‖Y −1(·; ε)− Y −1(·; 0)‖s,p → 0,

оскiльки (W s
p )m×m — банахова алгебра. Отже,

‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s−1,p = ‖Y ′(·; ε)Y −1(·; ε)− Y ′(·; 0)Y −1(·; 0)‖s−1,p → 0.

Ми довели неперервнiсть вiдображення, оберненого до (2.11). Теорему 2.1

доведено.
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2.4. Розв’язнiсть крайових задач

Запишемо неоднорiдну крайову задачу (2.1), (2.2), у виглядi лiнiйного опе-

раторного рiвняння

(L,B)y = (f, c),

де (L,B) — лiнiйний оператор у парi банахових просторiв

(L,B) :
(
W s

p

)m → (
W s−1

p

)m × Cr. (2.18)

Нагадаємо, що лiнiйний неперервний оператор T : X → Y , де X i Y — ба-

наховi простори, називають фредгольмовим, якщо його ядро kerT i коя-

дро Y/T (X) скiнченновимiрнi. Якщо цей оператор фредгольмовий, то його

область значень T (X) замкнена в Y , а iндекс

indT := dim kerT − dim(Y/T (X)) ∈ Z

є скiнченним (див., наприклад, [85, Лема 19.1.1]).

Теорема 2.2. Лiнiйний оператор (2.18) є обмеженим i фредгольмовим

з iндексом m− r.

Доведення теореми 2.2. Обґрунтуємо спочатку неперервнiсть операто-

ра (L,B). Оскiльки оператор B за умовою є лiнiйним i неперервним, то до-

статньо довести неперервнiсть оператора L, яка еквiвалентна його обме-

женостi. Обмеженiсть лiнiйного оператора

L :
(
W s

p

)m → (
W s−1

p

)m
випливає з означення норм у просторах Соболєва W s−1

p i того, що кожен iз

цих просторiв утворює банахову алгебру.

Доведемо тепер фредгольмовiсть оператора (L,B) та знайдемо йо-

го iндекс. Виберемо деякий фiксований лiнiйний обмежений оператор
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Cr,m : (W s
p )m → Cr. Оператор (L,B) допускає зображення

(L,B) = (L,Cr,m) + (0, B − Cr,m),

де оператор

(L,Cr,m) :
(
W s

p

)m → (
W s−1

p

)m × Cr,

а другий доданок є скiнченновимiрним оператором. Iз другої теореми стiй-

костi (див., наприклад, [88], розд. 3, § 1) випливає, що оператор (L,B) є

фредгольмовим, якщо оператор (L,Cr,m) є таким i

ind(L,B) = ind(L,Cr,m).

Тому достатньо довести фредгольмовiсть оператора (L,Cr,m) i знайти йо-

го iндекс, вибравши належним чином оператор Cr,m. Для цього розглянемо

три випадки.

1. Нехай r = m. Покладемо

Cm,my := (y1(a), . . . , ym(a)).

Знайдемо нуль-простiр та область значень цього оператора. Нехай y(·)

належить ker(L,Cr,m). Тодi Ly = 0 i Cm,my = (y1(a), . . . , ym(a)) = 0. Iз

теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi випливає, що y(·) = 0. Тому

ker(L,Cm,m) = 0.

Нехай h ∈ (W s−1
p )m × Cm i c ∈ Cm вибрано довiльним чином. Iз теоре-

ми 2.1 випливає, що iснує вектор-функцiя y(·) ∈ (W s
p )m така, що

Ly = h, (y1(a), . . . , ym(a)) = c.

Тому ran(L,Cr,m) =
(
W s−1

p

)m × Cm.

2. Нехай r > m. Покладемо

Cr,my := (y1(a), . . . , ym(a), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r−m

) ∈ Cr.
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Знайдемо нуль-простiр оператора (L,Cr,m). Нехай y(·) належить

ker(L,Cr,m). Тодi Ly = 0 i (y1(a), . . . , ym(a)) = 0. Iз теореми про єдинiсть

розв’язку задачi Кошi маємо y(·) = 0.

Запишемо множину значень оператора (L,Cr,m) у виглядi прямої суми

двох пiдпросторiв

ran(L,Cr,m) = ran(L,Cm,m)⊕ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r−m

).

Але, як доведено ранiше, ran(L,Cm,m) = (W s−1
p )m × Cm.

Тому def ran(L,Cr,m) = r −m.

3. Нехай r < m. Покладемо

Cr,my := (y1(a), . . . , yr(a)) ∈ Cr.

Доведемо, що

dim ker(L,Cr,m) = m− r,

def ran(L,Cr,m) = 0.

Нехай y(·) належить ker(L,Cr,m). Тодi Ly = 0 i (y1(a), . . . , yr(a)) = 0. Роз-

глянемо наступнi m− r задач Кошi.

Lyk = 0, Cm,myk = ek, де k ∈ {r + 1, r + 2, . . . ,m},

ek := (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, . . . , 0) ∈ Cm.

Iз теореми 2.1 випливає, що розв’язки цих задач лiнiйно незалежнi та

утворюють базис у пiдпросторi ker(L,Cr,m).

Сюр’єктивнiсть оператора (L,Cr,m) випливає iз вже доведеної

сюр’єктивностi оператора (L,Cm,m).

Отже, в кожному з трьох випадкiв оператор (L,B) є фредгольмовим з

iндексом m− r.

Теорему 2.2 доведено.
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Сформулюємо критерiй оборотностi оператора (2.18), тобто умови ко-

ректної розв’язностi (за Адамаром) крайової задачi (2.1), (2.2) у просторi

(W s
p )m. Нехай Y (·) — матрицант диференцiального рiвняння (2.1), тобто

Y (·) — єдиний розв’язок матричної задачi Кошi (2.8), (2.9). Таким чином,

стовпцi числової (m×m)-матрицi [BY ] є результатом дiї оператора B на

вiдповiднi стовпцi матрицi-функцiї Y (·). Безпосередньо перевiряється, що

B(Y q) = [BY ]q для довiльного q ∈ Cm. (2.19)

Теорема 2.3. Вимiрностi ядра i коядра оператора (4) дорiвнюють вiд-

повiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi

dim ker(L,B) = dim ker
(
M(L,B)

)
, (2.20)

dim coker(L,B) = dim coker
(
M(L,B)

)
. (2.21)

Доведення теореми 2.3. Покажемо справедливiсть рiвностi 2.20. Введе-

мо такi позначення:

dim ker(L,B) = n′,

dim ker
(
M
(
L,B

))
= n′′.

Обґрунтуємо виконання рiвностi

n′ = n′′. (2.22)

Нехай dim ker(L,B) = n′. Тодi iснує n′ таких лiнiйно незалежних

розв’язкiв однорiдного рiвняння (L,B)y = (0, 0), що

yk(·) ∈ ker(L,B)⇔ (∃ qk ∈ Cm : yk(t) = Y (t)qk, [BY ] qk = 0) ,

згiдно з лемою 2.3, де вектори qk 6= 0, а k ∈ {1, . . . , n′}. Це означає, що r−n′

стовпцiв матрицi (2.5) лiнiйно залежнi i n′ ≤ n′′.
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Навпаки, нехай dim ker
(
M
(
L,B

))
= n′′, тодi її r − n′′ стовпцiв лiнiйно

незалежнi. Це означає, що для деяких векторiв qk 6= 0, k ∈ {1, . . . , n′},

[BY ] qk = 0.

Покладемо

yk(·) := Y (·)qk.

Тодi yk(·) 6= 0, Lyk(·) = 0 i

Byk(·) = B(Y (·)qk) = [BY ] qk = 0

на пiдставi леми 2.3. Тому yk(·) ∈ ker(L,B), тодi n′ ≥ n′′. Отже, виконує-

ться рiвнiсть (2.20).

Згiдно з визначенням характеристична матриця M(L,B) належить

простору Cm×r. Як вiдомо, вимiрнiсть ядра матрицi є рiзницею числа її

рядкiв та рангу, а вимiрнiсть коядра — рiзницею числа стовпцiв та рангу.

Тодi для матрицi M(L,B) маємо рiвнiсть

dim coker
(
M
(
L,B

))
= r −m+ dim ker

(
M
(
L,B

))
. (2.23)

Iз формули знаходження iндексу для оператора (L,B)

ind (L,B) := dim ker(L,B)− dim coker(L,B) (2.24)

маємо

dim coker(L,B) = r −m+ dim ker(L,B). (2.25)

Iз рiвностей (2.22), (2.23) i (2.25) випливає рiвнiсть (2.4).

Теорему 2.3 доведено.

Iз теореми (2.3) випливає критерiй оборотностi оператора (L,B),

тобто умови, за якої неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) має єдиний

розв’язок i вiн неперервно залежить вiд правих частин диференцiального

рiвняння та крайової умови.
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Наслiдок 2.1. Оператор (2.18) оборотний тодi i лише тодi, коли ма-

триця [BY ] невироджена.

Доведення теоореми 3. Позначимо через N ядро оператора (2.18). За

теоремою 2.2 оборотнiсть цього оператора еквiвалентна рiвностi N = {0}.

З огляду на (2.19) включення y(·) ∈ N рiвносильно тому, що y(·) = Y (·)q

i [BY ]q = 0 для деякого q ∈ Cm. Отже, N 6= {0} тодi i лише тодi, коли

m− r i матриця [BY ] невироджена.

Наслiдок 2.1 доведено.

У випадку 1 6 p < ∞ для систем звичайних диференцiальних рiвнянь

порядку n ∈ N критерiй доведений Гнип, Кодлюк i Михайлецем [12].

Приклад 1. Розглянемо лiнiйну одноточкову крайову задачу для диферен-

цiального рiвняння

Ly(t) := y′(t) + Ay(t) = f(t), t ∈ (a, b), (2.26)

By =
n−1∑
k=0

αky
(k)(a) = c, (2.27)

де A є сталою m×m – матрицею, вектор-функцiя f(·) належить просто-

ру (W s−1
p )m, матрицi αk ∈ Cr×m, вектор c ∈ Cr, лiнiйнi неперервнi опера-

тори

B : (W s
p )m → Cr, (L,B) : (W s

p )m → (W s−1
p )m × Cr,

вектор-функцiя y(·) ∈ (W s
p )m, а s > n+ 1

p − 1.

Позначимо через Y (·) ∈ (W s
p )m×m єдиний розв’язок матричної задачi

Кошi

Y ′(t) + AY (t) = Om, t ∈ (a, b), Y (a) = Im.



67

Тодi матриця-функцiя Y (·) та її k-та похiдна будуть мати наступний

вигляд:

Y (t) = exp
(
− A(t− a)

)
, Y (a) = Im;

Y (k)(t) = (−A)k exp
(
− A(t− a)

)
, Y (k)(a) = (−A)k, k ∈ N.

Пiдставивши цi значення у рiвнiсть (2.27), маємо

M(L,B) =
n−1∑
k=0

αk(−A)k.

З теореми 2.2 випливає, що ind(L,B) = ind(M(L,B)) = m− r.

Тому за теоремою 2.3 одержуємо

dim ker(L,B) = dim ker

(
n−1∑
k=0

αk(−A)k

)
,

dim coker(L,B) = −m+ r + dim ker

(
n−1∑
k=0

αk(−A)k

)
.

Приклад 2. Розглянемо двоточкову крайову задачу для системи диферен-

цiальних рiвнянь (2.26) з коефiцiєнтом A(t) ≡ Om i крайовими умовами в

точках {t0, t1} ⊂ [a, b], що мiстять похiднi цiлих та/ чи дробових порядкiв

(в сенсi Капуто, див. наприклад [100]). Вони задаються рiвнiстю

By =
∑
j

α0jy
(β0j)(t0) +

∑
j

α1jy
(β1j)(t1),

де обидвi суми є скiнченнi, числовi матрицi αkj ∈ Cr×m, а невiд’ємнi числа

βkj такi, що для всiх k ∈ {1, 2}

βk,0 = 0, βkj < s− 1/p.

Тодi, як неважко переконатися, лiнiйний оператор

B : (W s
p )m → Cr
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є неперервним.

Iз теореми 2.2 випливає, що iндекс оператора (L,B) дорiвнює m−r. Зна-

йдемо його фредгольмовi числа. У цьому випадку матриця-функцiя Y (·) =

Im×m. Тому характеристична матриця має вигляд

M(L,B) =
∑
j

α0jI
(β0j)
m×m +

∑
j

α1jI
(β1j)
m×m = α0,0 + α1,0,

бо похiднi I(βkj)m×m = 0, якщо βkj > 0 [100]. Тому за теоремою 2.3

dim ker(L,B) = dim ker (α0,0 + α1,0) ,

dim coker(L,B) = dim ker (α0,0 + α1,0)−m+ r.
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2.5. Збiжнiсть послiдовностi характеристичних

матриць крайових задач

Розглянемо поряд iз задачею (2.1), (2.2) послiдовнiсть неоднорiдних кра-

йових задач

L(k)y(t, k) := y′(t, k) + A(t, k)y(t, k) = f(t, k), t ∈ (a, b), (2.28)

B(k)y(·, k) = c(k), k ∈ N, (2.29)

Тут матрицi-функцiї A(·, k), вектор-

функцiю f(·, k), вектор c(k) i лiнiйнi неперервнi оператори B(k) задоволь-

няють наведеним вище умовам для задачi (2.1), (2.2).

Пов’яжемо з крайовими задачами (2.28), (2.29) послiдовнiсть лiнiйних

неперервних операторiв (L(k), B(k)) : (W s
p )m → (W s

p )m × Cr, та по-

слiдовнiсть характеристичних матриць M(L(k), B(k)) := [B(k)Y (·, k)] ∈

Cm×rзалежних вiд параметра k ∈ N. Позначимо через

(L(k), B(k))
s−→ (L,B) (2.30)

сильну збiжнiсть послiдовностi операторiв (L(k), B(k)) до операто-

ра (L,B).

Для кожного номера k ∈ {1, . . . , r} розглянемо сiм’ю матричних задач

Кошi

Y
(′)
k (t) + A(t)Yk(t) = Om, t ∈ (a, b), (2.31)

з початковими умовами

Yk(a) = δk,jIm, j ∈ {1, . . . , r}. (2.32)

Тут Yk(t) — шукана (m×m) — матриця-функцiя, δk,j — символ Кроне-

кера, а Om — нульова, Im — одинична (m×m) — матрицi. Єдиний розв’язок
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Yk(·) кожної з задач Кошi (2.31), (2.32) належить простору (W s
p )m×m. Тодi

загальний розв’язок однорiдного рiвняння (2.1) можна однозначно записати

у виглядi

y(·) =
r−1∑
k=0

Yk(·)gk,

де вектори-стовпцi gk ∈ Cm.

Сформулюємо достатню умову збiжностi характеристичних матриць

M(L(k), B(k)) до матрицi M(L,B).

Теорема 2.4. Якщо послiдовнiсть операторiв (L(k), B(k)) сильно збiгає-

ться до оператора (L,B) при k →∞ , то послiдовнiсть характеристичних

матриць M(L(k), B(k)) збiгається до матрицi M(L,B).

Доведення теореми 2.4 роздiлимо на три частини.

Крок 1. Нехай k, j ∈ {1, . . . , r}. Зведемо матричну задачу Кошi (2.31),

(2.32) до крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь першо-

го порядку (див., наприклад, [88, п. 2.5]). Для цого, як звичайно, блочну

матрицю-функцiю K(·) ∈ (W s−1
p )m×m визначимо рiвнiстю

K(·) :=



Om −Im Om . . . Om

Om Om −Im . . . Om

... ... ... . . . ...

Om Om Om . . . −Im

A0(·) A1(·) A2(·) . . . Ar−1(·)


. (2.33)

та для будь-яких k вектор-функцiю Zk ∈ (W s−1
p )m×m визначимо такою фор-

мулою:

Zk(·) := col (Zk1, Zk2, . . . , Zkr) .
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Тодi Zk є розв’язком наступної матричної задачi Кошi:

Z ′k(t) +K(t)Zk(t) = Om×m, t ∈ (a, b),

Zk(t0) = Jk = col

Om, . . . , Om, Im︸︷︷︸
k

, Om, . . . , Om

 .

Нехай Ẑ(·) позначає таку матрицю-функцiю з простору (W s−1
p )m×m, що

Zk(·) — її k-й стовпець для кожного k. Ця функцiя задовольняє наступну

матричну задачу Кошi першого порядку:

Ẑ ′(t) +K(t)Ẑ(t) = Om×m, t ∈ (a, b), (2.34)

Ẑ(t0) = Im. (2.35)

Iз наведених мiркувань випливає

Лема 2.5. Розв’язки Yk(·) задачi (2.31), (2.32) пов’язанi з розв’язком Ẑ

задачi (2.34), (2.35) наступним чином:

Yk = Zk1.

Крок 2. Для крайової задачi (2.28), (2.29) розглянемо такi

Граничнi умови при k →∞:

(3.I′) A(·, k) → A(·) у просторi (W s−1
p )m×m для кожного номера j ∈

{1, . . . , r};

(3.II′) B(k)y → By у просторi Cr для довiльної вектор-функцiї y ∈ (W s
p )m.

Також розглянемо ще двi умови:

(A1) ‖L(k)− L‖ → 0;

(A2) L(k)y → Ly для кожного y ∈ (W s
p )m.
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Лема 2.6. Граничнi умови (3.I′), (3.II′) є еквiвалентними умовi (2.30).

Доведення. Достатньо показати виконання наступних iмплiкацiй при

k →∞:

(3.I ′) =⇒ (A1) =⇒ (A2) =⇒ (3.I ′).

Спочатку обґрунтуємо першу iмплiкацiю. Припустимо, що виконує-

ться збiжнiсть

‖A(·, k)− A(·)‖s−1,p → 0.

Для довiльної вектор-функцiї y ∈ (W s
p )m маємо∥∥(L(k)− L)y

∥∥
s−1,p = ‖(A(·, k)− A(·)) y‖s−1,p ≤

≤ cs−1,p (A(·, k)− A(·)‖s−1,p ‖y‖s,p ≤

≤ cs,p ‖A(·, k)− A(·)‖s−1,p ‖y‖s,p.

Тут cs−1,p та cs,p — деякi додатнi числа, що не залежить вiд y; вони

iснують, оскiльки W s
p — банахова алгебра. Тому

‖L(k)− L‖ ≤ cs−1,p ‖A(·, k)− A(·)‖s−1,p → 0 при k → 0+,

де ‖ · ‖ позначає норму лiнiйного неперервного оператора на парi просторiв

L(k) : (W s
p )m → (W s−1

p )m.

Першу iмплiкацiю доведено. Iмплiкацiя (A1) =⇒ (A2) є очевидною. Доведе-

мо, що з умови (A2) випливає гранична умова (3.I′). Покажемо справедли-

вiсть цього факту спочатку для скалярного випадку m = 1. Маємо

L(k)y = y(′) + A(·, k)y → y(′) + A(·)y = Ly. (2.36)

Покладемо y(t) ≡ 1 та пiдставимо у спiввiдношення (2.36). Тодi має

мiсце збiжнiсть коефiцiєнтiв

A0(·, k)→ A0(·) у W s
p . (2.37)
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Покладемо тепер y(t) ≡ t та пiдставимо у спiввiдношення (2.36). Тодi,

враховуючи умову (2.37), справджується збiжнiсть коефiцiєнтiв

A1(·, k) + A0(·, k)t→ A1(·) + A0(·)t у W s
p .

Продовжуючи послiдовно цей процес до r-го кроку, переконуємося у ви-

конаннi умови (A2) для скалярного випадку m = 1.

Нехай m ≥ 2. Оскiльки сильна збiжнiсть на вектор-функцiях y(·) еквi-

валентна сильнiй збiжностi на квадратних матрицях Y ∈ (W s
p )m×m, то

маємо

L(k)Y = Y (′) + A(·, k)→

→ Y (′) + A(·)Y = Ly. (2.38)

Покладемо Y = Im, де Im — одинична m×m — матриця, та послiдовно

пiдставлятимемо матрицi у спiввiдношення (2.5). Тодi має мiсце наступна

збiжнiсть коефiцiєнтiв

A0(·, k)→ A0(·) у (W s+1
p )m×m. (2.39)

Покладемо тепер Y ≡ tIm та пiдставимо у спiввiдношення (2.5). Тодi,

враховуючи умову (2.39), справджується збiжнiсть коефiцiєнтiв

A1(·, k) + A0(·, k)t→ A1(·) + A0(·)t у (W s
p )m×m.

Продовжуючи послiдовно цей процес до r-го кроку, переконуємось у ви-

конаннi умови (A2) для випадку m ≥ 2. Отже, справджується iмплiкацiя

(A2) =⇒ (3.I′).

Лему 2.6 доведено.

Крок 3. Для кожного номера k ∈ {1, . . . , r} позначимо через матрицi-

функцiї Yn(·, k) ∈ (W s
p )m×m вiдповiдно розв’язки сiм’ї матричних задач Ко-
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шi:

Y (′)
n (t, k) + A(t, k)Ys(t, k) = Om, t ∈ (a, b),

Yn(t0) = δn,jIm, j ∈ {1, . . . , r}.

Лема 2.7. Якщо виконується гранична умова (3.I′), то послiдовнiсть

матриць-функцiй Y
(′)
n (·, k) збiгається до матрицi Y (r)

n (·) для кожного n ∈

{1, . . . , r} у просторi (W s
p )m×m

(3.I ′) =⇒ Y (′)
n (·, k)→ Y (′)

n (·).

Доведення леми випливає з леми 2.5 та теореми про гомеоморфiзми ??.

Теорему 2.4 доведено.

Наслiдок 2.2. В умовах теореми 2.4 починаючи з достатньо великих

k справджуються нерiвностi

dim ker(L(k), B(k)) ≤ dim ker
(
M(L(k), B(k))

)
,

dim coker(L(k), B(k)) ≤ dim coker
(
M(L(k), B(k))

)
.

Зокрема

а) якщо r = m i оператор (L,B) є оборотним, то оператори (L(k), B(k))

також є оборотними для великих k;

б) якщо крайова задача (2.1), (2.2) при будь-яких значеннях правих ча-

стин має розв’язок, то крайовi задачi (2.28), (2.29) також мають розв’язок

для всiх достатньо великих k;

в) якщо iснує не бiльш як один розв’язок деякої крайової задачi (2.1),

(2.2), то задачi (2.28), (2.29) не можуть мати рiзнi розв’язки для кожного

досить великого k.

Доведення. Враховуючи теорему 2.4, проведемо мiркування на прикладi

характеристичних матриць. Нехай послiдовнiсть характеристичних ма-
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триць M
(
L(k), B(k)

)
збiгається до граничної характеристичної матри-

цi M
(
L,B

)
. Та нехай rank

(
M
(
L,B

))
= r, тобто iснує мiнор матрицi

M
(
L,B

)
порядку r 6= 0. Тодi коефiцiєнти послiдовностi визначникiв ха-

рактеристичних матриць M
(
L(k), B(k)

)
збiгаються вiдповiдно до коефi-

цiєнтiв визначника граничної характеристичної матрицi M
(
L,B

)
, який

вiдмiнний вiд нуля:

detDs → detD 6= 0, s ∈ {1, . . . , k}.

Отже, ранги послiдовностi характеристичних матриць можуть лише

збiльшуватися:

rank
(
M
(
L(k), B(k)

))
≥ rank

(
M
(
L,B

))
.

Як вiдомо, вимiрнiсть ядра матрицi є рiзницею числа рядкiв та рангу

матрицi. Тому вимiрностi ядер послiдовностi характеристичних матриць

можуть лише зменшуватися. Звiдси випливає нерiвнiсть (2.2).

Аналогiчно доводимо справедливiсть нерiвностi (2.2). Оскiльки вимiр-

нiсть коядра матрицi є рiзницею числа стовпцiв та рангу матрицi, то

вимiрностi коядер послiдовностi характеристичних матриць також мо-

жуть лише зменшуватися.

Наслiдок 2.2 доведено.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї дослiджено найбiльш загальнi крайовi зада-

чi та найбiльш загальнi багатоточковi крайовi задачi для системи m зви-

чайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiга-

ють простiр Соболєва-Слободецького (W s−1
p )m, де 1 ≤ p < ∞. Одержано

такi основнi результати:

1. Показано, що дослiджуваним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв

оператор з iндексом m − r на парi нормованих просторiв (W s−1
p )m i

(W s
p )m × Cr (теорема 2.2).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних кра-

йових задач у цих просторах (теорема 2.1).

3. Встановлено, що вимiрностi ядра та коядра оператора крайової задачi

дорiвнюють вiдповiдно вимiрностi ядра та коядра характеристичної

матрицi крайової задачi (теорема 2.3).

4. Знайдено конструктивнi достатнi умови збiжностi характеристи-

чних матриць послiдовностi неоднорiдних крайових задач.

Результати другого роздiлу опублiковано у статтях [96, 41] та висвi-

тлено в тезах конференцiй [38, 39].
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РОЗДIЛ 3

НЕОДНОРIДНI КРАЙОВI ЗАДАЧI З ПАРАМЕТРОМ

3.1. Неперервнiсть за параметром розв’язкiв кра-

йової задачi

Розглянемо параметризованi числом ε ∈ [0, ε0) крайовi задачi

y′(t; ε) + A(t; ε)y(t; ε) = f(t; ε), t ∈ (a, b), (3.1)

B(ε)y(·; ε) = c(ε), (3.2)

де заданi A(·; ε) ∈ (W s−1
p )m×m, f(·; ε) ∈ (W s−1

p )m, c(ε) ∈ Cm i лiнiйний непе-

рервний оператор

B(ε) : (W s
p )m → Cm.

Розв’язок y(·; ε) розглядається у класi (W s
p )m. Як i ранiше, Y (·; ε) —

розв’язок матричної задачi Кошi (2.12), (2.13).

Крайову задачу, яка вiдповiдає значенню ε = 0, вважаємо граничною для

сiм’ї задач (3.1), (3.2). Усi границi розглядаємо при ε→ 0+, якщо не вказано

iнше.

Надалi робимо

Припущення (0). Гранична однорiдна крайова задача має лише тривi-

альний розв’язок.

З цього припущення i теореми 2.2 випливає, що неоднорiдна гранична

крайова задача має єдиний розв’язок y(·; 0) ∈ (W s
p )m для будь-яких правих

частин f(·; 0) ∈ (W s−1
p )m i c(0) ∈ Cm.

Теорема 3.1. Нехай крайовi задачi (3.1), (3.2) задовольняють умови

1) ‖A(·; ε)− A(·; 0)‖s−1,p → 0,
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2) B(ε)y → B(0)y для довiльного y ∈ (W s
p )m.

Тодi обмежений оператор

(L(ε), B(ε)) : (W s
p )m → (W s−1

p )m × Cm (3.3)

є оборотним для достатньо малих ε > 0. Якщо, крiм цього,

3) ‖f(·; ε)− f(·; 0)‖s−1,p → 0, c(ε)→ c(0),

то розв’язок y(·, ε) задовольняє граничне спiввiдношення

‖y(·, ε)− y(·, 0)‖s,p → 0. (3.4)

Попередньо встановимо декiлька допомiжних тверджень.

Лема 3.1. Нехай виконуються умови 1) i 2) теореми 3.1. Тодi опера-

тор (3.3) оборотний для достатньо малих ε > 0.

Доведення. З умови 1) випливає на пiдставi теореми 2.1, що

‖Y (·; ε)− Y (·; 0)‖s,p → 0. (3.5)

Тому за умовою 2) виконується така збiжнiсть числових матриць:

[B(ε)Y (·, ε)]→ [B(0)Y (·, 0)] . (3.6)

Тут гранична матриця невироджена на пiдставi припущення (0) i теореми

2.1. Отже, i матриця [B(ε)Y (·, ε)] невироджена для достатньо малих ε ≥

0. Звiдси за теоремою 2.1 випливає оборотнiсть оператора (3.3) для цих ε.

�

Розглянемо поряд iз задачею (3.1), (3.2) такi три крайовi задачi:

v′(t; ε) = −A(t; ε)v(t; ε), B(ε)v(·; ε) = c(ε), (3.7)

x′(t; ε) + A(t; ε)x(t; ε) = f(t; ε), x(a; ε) = 0, (3.8)

w′(t; ε) + A(t; ε)w(t; ε) = f(t; ε), B(ε)w(·; ε) = 0. (3.9)
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Як зазначалося, задача Кошi (3.8) має єдиний розв’язок x(·; ε) ∈ (W s
p )m.

Згiдно з лемою 3.1 крайовi задачi (3.7) i (3.9) мають для достатньо

малих ε ≥ 0 єдинi розв’язки v(·; ε) i w(·; ε) класу (W s
p )m. Звiсно,

y(·; ε) = v(·; ε) + w(·; ε) (3.10)

для цих ε. Тому для доведення теореми 3.1 достатньо показати, що за її

умов 1)–3) виконуються такi граничнi спiввiдношення:

‖v(·; ε)− v(·; 0)‖s,p → 0, (3.11)

‖w(·; ε)− w(·; 0)‖s,p → 0. (3.12)

Лема 3.2. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми 3.1. Тодi розв’язок

крайової задачi (3.7) має граничну властивiсть (3.11).

Доведення. Цей розв’язок має такi двi властивостi: v(·; ε) = Y (·; ε)c̃(ε)

для деякого вектора c̃(ε) ∈ Cm i [B(ε)Y (·; ε)]c̃(ε) = c(ε) з огляду на формулу

(2.19). Тому на пiдставi властивостi (3.6) i умови 3) маємо збiжнiсть

c̃(ε) = [B(ε)Y (·; ε)]−1c(ε)→ [B(0)Y (·; 0)]−1c(0) = c̃(0).

Звiдси та з (3.5) випливає потрiбне спiввiдношення (3.11). �

Лема 3.3. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми 3.1. Тодi розв’язок

задачi Кошi (3.8) має граничну властивiсть

‖x(·; ε)− x(·; 0)‖s,p → 0. (3.13)

Доведення. Як добре вiдомо, розв’язок задачi Кошi зображається у ви-

глядi

x(t; ε) = Y −1(t; ε)

t∫
a

Y (s; ε)f(s; ε)ds.
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З властивостi (3.5) i умови 3) випливає спiввiдношення

‖Y (·; ε)f(·; ε)− Y (·; 0)f(·; 0)‖s−1,p → 0. (3.14)

Тут скористалися лемою 2.4, якщо 1 < s ≤ 1 + 1/p, або тим фактом,

що W s−1
p — банахова алгебра, коли s > 1 + 1/p. Звiдси випливає потрiбна

формула (3.13), якщо знову скористатися (3.5). �

Лема 3.4. Нехай виконуються умови 1)–3) теореми 3.1. Тодi розв’язок

крайової задачi (3.9) має граничну властивiсть (3.12).

Доведення. Вектор-функцiя u(·; ε) = x(·; ε)−w(·; ε) є розв’язком крайової

задачi вигляду (3.7):

u′(t; ε) = −A(t; ε)u(t; ε), B(ε)u(·; ε) = c̃(ε), (3.15)

де покладаємо c̃(ε) := B(ε)x(·; ε). Помiтимо, що c̃(ε) → c̃(0) на пiдставi

властивостi 2) i леми 3.3. Тому

‖u(·; ε)− u(·; 0)‖s,p → 0 (3.16)

згiдно з лемою 3.2. Потрiбна властивiсть (3.12) випливає з рiвностi

w(·; ε) = x(·; ε)− u(·; ε) та формул (3.13) i (3.16). �

Доведення теореми 3.1. Вона є прямим наслiдком рiвностi (3.10) та лем

3.2 i 3.4. �

Зазначимо, що в умовах теореми 3.1 оператор (L(ε), B(ε)) збiгається

до оператора (L(0), B(0)) в сильнiй операторнiй топологiї, але, взагалi ка-

жучи, не за нормою операторiв. Отже, теорема 3.1 не є наслiдком вiдомої

теореми про мале збурення оборотного оператора. У випадку, коли p > 1,

ця теорема доведена у роботi Е. Гнип [76].
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3.2. Критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв крайової задачi

Сформулюємо критерiй неперервностi розв’язку y = y(t, ε) крайової за-

дачi (3.1), (3.2) за параметром ε при ε→ 0+ у просторi W s−1
p .

Природно дати

Означення 3.1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (3.1), (3.2) не-

перервно залежить вiд параметра ε при ε = 0, якщо виконуються такi двi

умови:

(∗) Iснує додатне число ε1 < ε0 таке, що для кожного ε ∈ [0, ε1) i будь-

яких правих частин f(·, ε) ∈ (W s−1
p )m i c(ε) ∈ Cm ця задача має єдиний

розв’язок y(·, ε) ∈ (W s
p )m.

(∗∗) Збiжнiсть правих частин f(·, ε) → f(·, 0) в (W s
p − 1)m та c(ε) → c(0) в

Cm тягне за собою збiжнiсть розв’язкiв

y(·, ε)→ y(·, 0) в (W s
p )m. (3.17)

Теорема 3.2. Розв’язок крайової задачi (3.1), (3.2) неперервно залежить

вiд параметра ε при ε = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє при-

пущення (0) та умови 1) i 2) теореми 4.

Доведення. Достатнiсть доведена в теоремi 3.1. Доведемо необхiднiсть.

Припустимо, що задача (3.1), (3.2) задовольняє означення 3.1. Тодi викону-

ється умова (0). Залишається показати, що задача задовольняє умови 1)

i 2). Зробимо це у три кроки.
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Крок 1. Доведемо, що ця задача задовольняє умову 1). За умовою (∗)

нашого означення, обмежений оператор

(L(ε), B(ε)) : (W s
p )m → (W s−1

p )m × Cm (3.18)

оборотний для будь якого ε ∈ [0, ε1). Для кожного ε ∈ [0, ε1) розглянемо

матричну крайову задачу

Y ′(t, ε) + A(t, ε)Y (t, ε) = 0 · Im, t ∈ [a, b],

[BY (·, ε)] = Im.

Вона є сукупнiстю m крайових задач (3.1), (3.2), у яких правi частини не

залежать вiд ε. Тому, за припущенням, вона має єдиний розв’язок Y (·, ε) ∈

(W s
p )m×m i вiн задовольняє умову (3.5). Зауважимо, що матриця Y (t, ε)

невироджена для довiльного t ∈ [a, b], бо у протилежному випадку стовпцi-

функцiї матрицi Y (·, ε) будуть лiнiйно залежними, що суперечитиме умовi

[BY (·, ε)] = Im. Тому

A(·, ε) = −Y ′(·, ε)(Y (·, ε))−1 → −Y ′(·, 0)(Y (·, 0))−1 = A(·, 0)

у просторi (W s
p )m×m, тобто умова 1) виконується.

Крок 2. Покажемо, що ‖B(ε)‖ = O(1) при ε → 0+, де ‖ · ‖ — норма

обмеженого оператора B(ε) : (W s
p )m → Cm. Припустимо супротивне: iснує

числова послiдовнiсть (ε(k))∞k=1 ⊂ (0, ε1) така, що ε(k) → 0 i 0 < ‖B(ε(k))‖ →

∞. Для кожного номера k виберемо функцiю xk ∈ (W s
p )m, пiдпорядковану

умовам

‖xk‖s+1,p = 1 i ‖B(ε(k))xk‖Cm ≥ 1

2
‖B(ε(k))‖.

Покладемо

y(·, ε(k)) := ‖B(ε(k))‖−1xk, f(·, ε(k)) := L(ε(k)) y(·, ε(k)), c(ε(k)) := B(ε(k)) y(·, ε(k)).
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Оскiльки y(·, ε(k))→ 0 у просторi (W s
p )m, то f(·, ε(k))→ 0 в (W s−1

p )m, бо за

доведеним на першому кроцi матриця-функцiя A(·, ε) задовольняє умову 1).

Оскiльки 1/2 ≤ ‖c(ε(k))‖Cm ≤ 1, то, перейшовши до пiдпослiдовностi чисел

ε(k), можна вважати, що c(ε(k)) → c(0) при k → ∞, де c(0) — деякий

ненульовий вектор у просторi Cm. Таким чином, для кожного номера k

вектор-функцiя y(·, ε(k)) ∈ (W s
p )m є єдиним розв’язком крайової задачi

L(ε(k)) y(t, ε(k)) = f(t, ε(k)), t ∈ [a, b],

B(ε(k)) y(·, ε(k)) = c(ε(k)).

Тут f(·, ε(k))→ 0 в (W s
p )m i c(ε(k))→ c(0) 6= 0 при k →∞. Тому на пiдставi

умови (∗∗) нашого означення y(·, ε(k))→ y(·, 0) у просторi (W s
p )m, де y(·, 0) —

єдиний розв’язок граничної крайової задачi

L(0)y(t, 0) = 0, t ∈ [a, b],

B(0)y(·, 0) = c(0).

Але y(·, ε(k)) → 0 у тому ж просторi. Тому y(·, 0) ≡ 0, що суперечить

крайовiй умовi. Отже, зроблене припущення хибне, тобто ‖B(ε)‖ = O(1)

при ε→ 0+.

Крок 3. Покажемо, що задача (3.1), (3.2) задовольняє умову 2). За до-

веденим у кроках 1 i 2 iснують числа γ′ > 0 i ε′ ∈ (0, ε1) такi, що

‖(L(ε), B(ε))‖ ≤ γ′ для будь-якого ε ∈ [0, ε′). Тут ‖ · ‖ — норма обмеже-

ного оператора парi просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m × Cm. Виберемо довiльно

функцiю y ∈ (W s
p )m та покладемо f(·, ε) := L(ε)y i c(ε) := B(ε)y для ко-

жного ε ∈ [0, ε0). Тодi∥∥B(ε)y −B(0)y
∥∥
Cm ≤

∥∥(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))
∥∥
(W s−1

p )m×Cm ≤

≤ γ′
∥∥(L(ε), B(ε))−1

(
(f(·, ε), c(ε))− (f(·, 0), c(0))

)∥∥
s,p

=

= γ′
∥∥(L(0), B(0))−1(f(·, 0), c(0))− (L(ε), B(ε))−1(f(·, 0), c(0))

∥∥
s,p
→ 0
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за умовою (∗∗). Таким чином, крайова задача (3.1), (3.2) задовольняє умо-

ву 2). �.

Теорему 3.2 доведено.
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3.3. Двобiчна оцiнка швидкостi збiжностi

розв’язкiв крайової задачi за параметром

Перейдемо до дослiдження швидкостi збiжностi розв’язкiв крайової за-

дачi (3.1), (3.2) при ε→ 0+.

Покладемо

d̃s−1,p(ε) :=
∥∥L(ε)y(·; 0)− f(·; ε)

∥∥
s−1,p +

∥∥B(ε)y(·; 0)− c(ε)
∥∥
Cm,

де ‖ · ‖s−1,p — норма у просторi W s−1
p , а ‖ · ‖Cm — норма у просторi Cm.

Величини ∥∥y(·; 0)− y(·; ε)
∥∥
s,p

та d̃s−1,p(ε) є вiдповiдно похибкою i нев’язкою розв’язку y(·; ε) крайової за-

дачi (3.1), (3.2), якщо y(·; ε) розглядати як її точний розв’язок, а y(·; 0) —

як наближений.

Теорема 3.3. Нехай крайова задача (3.1), (3.2) задовольняє умови (0),

(I) i (II). Тодi iснують такi додатнi числа ε2 < ε1 i γ1, γ2, що для кожного

ε ∈ (0, ε2) має мiсце двобiчна оцiнка

γ1 d̃s−1,p(ε) ≤
∥∥y(·; 0)− y(·; ε)

∥∥
s,p
≤ γ2 d̃s−1,p(ε), (3.19)

де числа ε2, γ1 i γ2 не залежать вiд y(·; 0) i y(·; ε).

Згiдно з теоремою, похибка i нев’язка розв’язку y(·; ε) крайової задачi

(3.1), (3.2) мають однаковий порядок малостi.

Доведення теореми 3.3. Спочатку покажемо, що має мiсце лiва частина

подвiйної нерiвностi (3.19). Покладемо

f(·, ε) := L(ε) y(·; ε), c(ε) := B(ε) y(·; ε). (3.20)
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Iз граничних умов (2.I), (2.II) випливає сильна збiжнiсть обернених опера-

торiв (
L(ε), B(ε)

) s−→
(
L(0), B(0)

)
, ε→ 0 + .

Тому iснують такi числа γ′ > 0 i ε ∈ (0, ε′2), що норма цього оператора

задовольняє нерiвнiсть

‖(L(ε), B(ε))‖ 6 γ′. (3.21)

Дiйсно, припустивши протилежне, можна знайти таку послiдовнiсть до-

датних чисел
(
ε(k)
)∞
k=1

, що ε(k) → 0 i∥∥(L(ε(k)), B(ε(k))
)∥∥→∞ при k →∞.

Але за теоремою Банаха–Штейнгауза це суперечить сильнiй збiжностi(
L(ε(k)), B(ε(k))

)
до (L(0), B(0)) при k →∞. Тому для довiльного ε ∈ (0, ε′2)

з урахуванням (3.20), (3.21) робимо висновок, що∥∥L(ε)y(·; 0)− f(·; ε)
∥∥
s−1,p +

∥∥B(ε)y(·; 0)− c(ε)
∥∥
Cm =

=
∥∥L(ε)y(·; 0)− L(ε)y(·; ε)

∥∥
s−1,p +

∥∥B(ε)y(·; 0)−B(ε)y(·; ε)
∥∥
Cm ≤

≤
∥∥L(ε)

∥∥∥∥y(·; 0)− y(·; ε)
∥∥
s,p

+
∥∥B(ε)

∥∥∥∥y(·; 0)− y(·; ε)
∥∥
s,p
≤

≤ γ′
∥∥y(·; 0)− y(·; ε)

∥∥
s+1,p

,

тобто встановлено лiву частину нерiвностi (3.19) iз γ1 := 1/γ′.

Доведемо праву частину подвiйної нерiвностi (3.19). Згiдно з те-

оремою 3.2, оператор (L(ε), B(ε)) має обмежений обернений оператор

(L(ε), B(ε))−1 для довiльного ε ∈ (0, ε′2), причому виконується сильна збi-

жнiсть

(L(ε), B(ε))−1
s−→ (L(0), B(0))−1, ε→ 0 + .

Справдi, для довiльних f ∈ (W s−1
p )m та c ∈ Cm за умовою (∗∗) означен-

ня 3.1, маємо збiжнiсть(
L(ε), B(ε)

)−1
(f ; c) =: y(·; ε)→ y(·; 0) :=

(
L(0), B(0)

)−1
(f ; c)
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у (W s
p )m при ε → 0+. Тодi за теоремою Банаха–Штейнгауза, як i вище

випливає, що норми цих обернених операторiв обмеженi, тобто iснують

такi додатнi числа ε2 i γ2, що норма оберненого оператора

∥∥(L(ε), B(ε)
)−1∥∥ 6 γ2.

Отже, для довiльного ε ∈ (0, ε2) справджуються спiввiдношення

∥∥y(·; 0)− y(·; ε)
∥∥
s,p

=
∥∥(L(ε), B(ε)

)−1(
L(ε), B(ε)

)(
y(·; 0)− y(·; ε)

)∥∥
s,p
≤

≤ γ2
(
‖L(ε)y(·; 0)− f(·; ε)‖s−1,p + ‖B(ε)y(·; 0)− c(ε)‖Cm

)
.

Звiдси безпосередньо випливає права частина двобiчної оцiнки (3.19).

Теорему 3.3 доведено.
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3.4. Гранична теорема для розв’язкiв багатото-

чкової крайової задачi у випадку 1 ≤ p <∞

Багатоточковi крайовi задачi є важливими прикладами найбiльш за-

гальних крайових задач, розглянутих вище. Отже, для них є правильни-

ми отриманi результати про коректну розв’язнiсть цих задач i неперерв-

ну залежнiсть їх розв’язкiв за параметром. У даних пiдроздiлах дослiдимо

залежнi вiд параметра багатоточковi крайовi задачi для систем лiнiйних

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробi-

гають заданий простiр Соболєва. Використовуючи одержанi результати,

отримаємо явнi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

цих задач.

Сформулюємо граничну теорему для розв’язкiв багатоточкової крайової

задачi (3.22), (3.23) у випадку 1 ≤ p <∞.

Для кожного ε ∈ [0, ε0) розглянемо багатоточкову крайову задачу для

системи

L(ε)y(t, ε) := y′(t, ε) + A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε), t ∈ (a, b). (3.22)

Тут при кожному фiксованому значеннi параметра ε матрицi-функцiї

A(·, ε) належать простору (W s−1
p )m×m та вектор-функцiя f(·, ε) — про-

стору (W s−1
p )m.

Пов’яжемо з системою (3.22) багатоточкову фредгольмову крайову умо-

ву

B(ε)y(·, ε) =
r∑
j=0

ωj(ε)∑
k=1

s∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε), ε) = q(ε), (3.23)

де вектори q(ε) належать простору Cm та матрицi β(l)
j,k(ε) — простору

Cm×m.
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Вектори i вектор-функцiї вважаємо записаними у виглядi стовпцiв. Ви-

користання у крайовiй умовi (3.23) повторної суми за iндексами j i k зумов-

лено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок tj,k(ε) при ε→ 0+

в залежностi вiд значень параметра j.

У граничному випадку при ε = 0 розглядаємо крайову задачу

L(0)y(t, 0) = f(t, 0), t ∈ (a, b), (3.24)

B(0)y(·, 0) =
r∑
j=1

s∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj, 0) = q(0), (3.25)

де матрицi β(l)
j ∈ Cm×m, точки tj ∈ [a, b] та вектор q(0) ∈ Cm є заданими.

З огляду на неперервне вкладення

(W s
p )m ↪→ (Cs−1)m (3.26)

лiва частина крайової умови (3.23) має сенс для всiх розв’язкiв рiвнян-

ня (3.22). Для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y 7→ B(ε)y, де

y ∈ (W s
p )m, є лiнiйним неперервним оператором

B(ε) :
(
W s

p

)m → Cm. (3.27)

Крайовiй задачi (3.22), (3.23) для кожного ε ∈ [0, ε0) вiдповiдає лiнiйний

оператор

(L(ε), B(ε)) :
(
W s

p

)m → (
W s−1

p

)m × Cm. (3.28)

Це обмежений фредгольмовий оператор з iндексом нуль.

Розглянемо такi

Припущення при ε→ 0+:

(α) tj,k(ε)→ tj для всiх j ∈ {1, . . . , r} та k ∈ {1, . . . , ωj(ε)};

(β)
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)→ β

(l)
j для всiх j ∈ {1, . . . , r} та l ∈ {0, . . . , s};
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(δ)
ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥→ 0 для всiх k ∈ {1, . . . , ω0(ε)} та l ∈ {0, . . . , s}.

Зауважимо, що для крайової задачi (3.22), (3.23) не припускається, що

коефiцiєнти A(·, ε), β(l)
j,k(ε) чи точки tj,k(ε) мають певну регулярнiсть за

параметром ε при ε > 0. Будемо вимагати, щоб для кожного фiксованого

j ∈ {1, . . . , r} всi точки tj,k(ε) мали спiльну границю при ε → 0+, проте

для точок нульової серiї t0,k(ε) така вимога не висуватиметься.

В умовi (δ) вираз ‖ · ‖ є нормою комплексної числової матрицi; ця норма

дорiвнює сумi модулiв усiх елементiв матрицi. Припущення (β) допускає,

що коефiцiєнти β(l)
j,k(ε) можуть необмежено зростати при ε→ 0+, але не

надто швидко. З умови (δ) випливає, що не потрiбно вимагати збiжнiсть

точок t0,j(ε) при ε→ 0+ на вiдмiну вiд умови (α).

Сформулюємо граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкової крайової

задачi (3.22), (3.23) у випадку 1 6 p <∞.

Розглянемо наступнi

Припущення при ε→ 0+:

(γp)
ωj(ε)∑
k=1

∥∥β(s)
j,k(ε)

∥∥∣∣tj,k(ε) − tj
∣∣1/p′ = O(1) для всiх j ∈ {1, . . . , r} i k ∈

{1, . . . , ωj(ε)}, де 1/p+ 1/p
′
= 1;

(γ′)
ωj(ε)∑
k=1

∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∣∣tj,k(ε) − tj∣∣ → 0 для всiх j ∈ {1, . . . , r}, k ∈ {1, . . . , ωj(ε)}

i l ∈ {0, . . . , s− 1}.

Теорема 3.4. Нехай крайова задача (3.22), (3.23) при 1 6 p < ∞ задо-

вольняє припущення (α), (β), (γp), (γ′), (δ). Тодi вона задовольняє граничну

умову (II).

Якщо, крiм того, виконанi умови (0) i (I), то для достатньо малих ε її

розв’язок iснує, єдиний та задовольняє граничне спiввiдношення

∥∥y(·, ε)− y(·, 0)
∥∥
s,p
→ 0 при ε→ 0 + .
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Доведення. Запишемо оператор (3.27) у виглядi скiнченної суми r + 1

доданкiв, роздiлених за серiями:

B(ε)y(·, ε) = B0(ε)y(·, ε) +B1(ε)y(·, ε) + · · ·+Br(ε)y(·, ε), (3.29)

де

B0(ε)y(t0,k(ε), ε) =

ω0(ε)∑
k=1

s∑
l=0

β
(l)
0,k(ε)y

(l)(t0,k(ε)),

B1(ε)y(t1,k(ε), ε) =

ω1(ε)∑
k=1

s∑
l=0

β
(l)
1,k(ε)y

(l)(t1,k(ε)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Br(ε)y(tr,k(ε), ε) =

ωr(ε)∑
k=r

s∑
l=0

β
(l)
r,k(ε)y

(l)(tr,k(ε)). (3.30)

Згiдно з теоремою Банаха–Штейнгауза достатньо показати, що нор-

ма оператора B(ε) : (W s
p )m → Cm є обмеженою при 0 < ε� 1, а також,

що B(ε)y → B(0)y в Cm при ε → 0+ для кожної вектор-функцiї y, яка

належить щiльнiй множинi (C∞)m := C∞
(
[a, b],Cm

)
у просторi (W s

p )m.

Доведемо спочатку рiвномiрну по ε обмеженiсть норми оператора

B(ε) =
r∑
j=0

Bj(ε).

Виберемо довiльну вектор-функцiю y ∈ (W s
p )m i достатньо малий параметр

ε > 0. Згiдно з крайовою умовою (3.23) маємо нерiвнiсть∥∥Bj(ε)y −Bj(0)y
∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

s∑
l=0

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
s∑
l=0

β
(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ω0(ε)∑
k=1

s∑
l=0

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥+

+
s∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ . (3.31)
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Покажемо обмеженiсть норми оператора, що вiдповiдає нульовiй серiї.

Використовуючи неперервнiсть вкладення (3.26), одержуємо нерiвнiсть

ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥ ≤ c0

ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥∥∥y∥∥s,p (3.32)

для всiх допустимих значень iндексiв l ∈ {0, . . . , s} i k ∈ {1, . . . , ω0(ε)}, де

c0 — норма оператора вкладення (3.26). Цi та всi iншi границi у доведеннi

розглядаємо за умови, що ε→ 0+.

Крiм того, для будь-яких l ∈ {0, . . . , s} i j ∈ {1, . . . , r} маємо∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj,k(ε))−
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj) +

ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)y

(l)(tj)− β(l)
j y

(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)

)∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑

k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

 y(l)(tj)

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖s,p . (3.33)

Тут для l = s i кожного k ∈ {1, . . . , ωj(ε)} виконується нерiвнiсть

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(s)
j,k(ε)

∥∥∥∥∥y(s)(tj,k(ε))− y(s)(tj)∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(s)
j,k(ε)

∥∥∥ c1 ‖y‖s,p |tj,k(ε)− tj|1/p′,
де c1 — норма неперервного оператора вкладення простору Соболєва W s

p в

комплексний простiр Гельдера Cs−1,1/p′([a, b]) (див., наприклад, [106, Теоре-
ма 4.6.1(e)]

)
. Якщо 1/p′ = 0, то останнiй простiр є Cs−1 i нерiвнiсть (3.34)

правильна при c1 := 2c0.
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Крiм того, для кожного l ∈ Z, де 0 ≤ l ≤ s− 1, за теоремою Лагранжа

маємо
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥ max
a≤t≤b

∥∥∥y(l+1)(t)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj| ≤

≤
ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥ c0‖y‖s,p |tj,k(ε)− tj| .
(3.34)

Iз нерiвностей (3.31) – (3.34) та умов (β), (γp), (γ′), (δ) випливає

‖B(ε)y −B(0)y‖ ≤ c ‖y‖s,p,

де число c > 0 не залежить вiд y ∈ (W s
p )m i достатньо малого ε > 0.

Отже, норма оператора B(ε) обмежена при 0 < ε� 1.

Обґрунтуємо сильну збiжнiсть оператора B(ε) до B(0). Враховуючи

умову (δ) i нерiвнiсть (3.32), маємо

ω0(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
0,k(ε)

∥∥∥∥∥y(l)(t0,k(ε))∥∥→ 0. (3.35)

Крiм того, за умовою (β)

c0

∥∥∥∥∥∥
ωj(ε)∑
k=1

β
(l)
j,k(ε)− β

(l)
j

∥∥∥∥∥∥ ‖y‖s,p → 0. (3.36)

Якщо y належить (C∞)m, то

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥ ∥∥∥y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj)∥∥∥ ≤
≤

ωj(ε)∑
k=1

∥∥∥β(l)
j,k(ε)

∥∥∥ max
a≤t≤b

∥∥∥y(l+1)(t)
∥∥∥ |tj,k(ε)− tj| → 0

(3.37)

для всiх l ∈ {0, . . . , s} з урахуванням умов (α) i (β). Отже, з фор-

мул (3.31), (3.35) – (3.37) маємо збiжнiсть B(ε)y → B(0)y в Cm при ε→ 0+

для кожного y ∈ (C∞)m.
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Перше твердження теореми 3.4 доведено. Друге твердження випливає

з доведеного вище та [15, теорема 1].

Теорему 3.4 доведено.

Зазначимо, що системи умов (α), (β), (γp), (γ′), (δ) не гарантують рiв-

номiрну збiжнiсть неперервних операторiв B(ε) до B(0) при ε→ 0+. Тому

теорема 3.4 не випливає iз загальних фактiв теорiї лiнiйних операторiв.

Зауважимо, що в роботах Т. I. Кодлюк i В.А. Михайлеця [22, 23] дослi-

джено багатоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь першого порядку в просторах Соболєва-Слободецького W s
p , де

1 ≤ p <∞, але в цих роботах точки вiдрiзка [a, b], якi фiгурують у крайо-

вiй умовi, є фiксованими i не залежать вiд параметра. У роботi Є.В. Гнип

i Т. I. Кодлюк [12] дослiджено некласичнi багатоточковi крайовi задачi для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь у просторах Соболєва W n
p , де

1 ≤ p <∞, проте в цiй роботi кiлькiсть точок у кожнiй серiї не зале-

жить вiд параметра ε. Випадок для просторiв Соболєва-Слободецького W s
p ,

де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞, в якому точки вiдрiзка [a, b], якi фiгурують у

крайовiй умовi, не фiксованi i залежать вiд параметра ранiше не вивчався.
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено найбiльш загальнi крайовi

задачi та найбiльш загальнi багатоточковi крайовi задачi для системи m

звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких про-

бiгають простiр Соболєва (W s
p )m, де 1 ≤ p < ∞. Одержано такi основнi

результати:

1. Для найбiльш загальних крайових задач, залежних вiд малого параме-

тра ε ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй неперервностi за

параметром розв’язкiв при ε = 0 у просторi (W s
p )m (теорема 3.2).

2. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однако-

вий порядок малостi при ε → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва-

Слободецького (теорема 3.2).

3. Встановлено достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв

багатоточкової крайової задачi при ε = 0 у нормованому просторi

(W s
p )m у випадку 1 ≤ p <∞ (теорема 3.4).

Результати третього роздiлу опублiковано у статтях [41, 42] та ви-

свiтлено в тезах конференцiй [39, 40].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Знайдено характер розв’язностi крайових задач для системи m зви-

чайних диференцiальних рiвнянь першого порядку з найбiльш за-

гальними крайовими умовами, розв’язки яких належать простору

Соболєва-Слободецького (W s
p )m, де s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.

2. Показано, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

першого порядку вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом m− r на

парi нормованих просторiв (W s
p )m i (W s−1

p )m×Cr та встановлено кри-

терiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Доведено, що вимiрностi ядра та коядра оператора крайової задачi для

системи диференцiальних рiвнянь першого порядку дорiвнюють вiдпо-

вiдно вимiрностi ядра та коядра введеної в роботi характеристичної

матрицi цiєї крайової задачi.

4. Знайдено конструктивнi достатнi умови збiжностi характеристи-

чних матриць послiдовностi неоднорiдних крайових задач.

5. Для крайових задач для системи диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку, залежних вiд параметра ε ≥ 0, встановлено конструктивний

критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при ε = 0 у про-

сторi (W s
p )m та показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач

мають однаковий порядок малостi при ε→ 0+ у вiдповiдних просто-

рах Соболєва-Слободецького.

6. Введено та дослiджено найбiльш загальний клас багатоточкових лi-

нiйних крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-
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нянь першого порядку, розв’язки яких належать простору Соболєва-

Слободецького (W s
p )m. Встановлено достатнi умови неперервностi за

параметром розв’язкiв при ε = 0 у нормованому просторi (W s
p )m у

випадку s ∈ (1,∞) \ N, 1 ≤ p <∞.
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value problems in Hölder spaces // Methods of Functional Analysis and

Topology. — 2018. — 24, № 2. — P. 143 – 151.

94. Maslyuk H. O. Continuity of the solutions of one-dimensional boundary-
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