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Анотацiя

Донецький С.В. Новi типи атракторiв в неiдеальних динамiчних систе-

мах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 - Математика. – Нацiональний технiчний унiверситет України

«Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського». – Україна, Київ,

2023.

Дисертацiя присвячена дослiдженню регулярних та хаотичних грани-

чних множин двох неiдеальних за Зоммерфельдом-Кононенком динамiчних

систем: «LC-генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач» та «сферичний ма-

ятник – електродвигун».

Одним iз найважливiших елементiв сучасного навiгацiйного обладнан-

ня є п’єзокерамiчнi випромiнювачi. Рiзнi види таких випромiнювачiв широ-

ко використовується в глибиномiрах, далекомiрах, приладах для сканування

пiдводного середовища, системах прийому та передачi iнформацiї пiд водою.

Останнiм часом, приладом для збудження коливань п’єзокерамiчного ви-

промiнювача є електроламповi LC-генератори. Це пов’язано з вiдродженням

аналогових генераторiв, що дозволяє значно пiдвищити метереологiчнi хара-

ктеристики вихiдних сигналiв у порiвняннi з цифровими пристроями.

Маятниковi системи є надзвичайно простими за своєю фiзичною при-

родою i дозволяють проводити фiзичнi експеременти, що пiдтверджують

або спростовують теоретично встановленi коливальнi властивостi. Попри це,

цiкавiсть до вивчення рiзних аспектiв динамiчної поведiнки маятникових си-

стем загалом обумовлена тим фактом, що багато властивостей, вперше зна-

йдених для маятникових систем, згодом були вiдкритi й в iнших системах

iз значно складнiшою фiзичною природою. Зокрема, для таких систем як

кiльця, оболонки, пластини, резервуари, частково заповненi рiдиною, тощо.

Будь-яка коливальна система, незважаючи на величезну
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рiзноманiтнiсть таких систем, насправдi, складається з двох основних

елементiв. Перший елемент – безпосередньо коливальна система, а другий –

будь-яке джерело збудження коливань. Все рiзноманiття iснуючих коливаль-

них динамiчних систем можна роздiлити на два класи. Iдеальнi коливальнi

динамiчнi системи, що розумiються як системи в яких джерело збудження

коливань має потужнiсть, що значно перевищує потужнiсть з якою коли-

вальна система споживає енергiю. У свою чергу, системи в яких потужнiсть,

споживана коливальним навантаженням є порiвняною з потужнiстю дже-

рела збудження зараз називають неiдеальними за Зоммерфельдом (1902)

Кононенком (1964), або системами з обмеженим збудженням. В останньому

випадку робота джерела енергiї залежить вiд режиму коливального наван-

таження, а вплив джерела не може бути виражено як заздалегiдь визначену

явну функцiю часу. Тодi як при традицiйному математичному моделюваннi

коливальної системи розглядаються iдеалiзованi джерела збудження не-

обмеженої потужностi. У багатьох випадках "iдеальний" пiдхiд у коренi

неправильний, що на практицi призводить до значних помилок в описi

динамiки як коливальної системи, так i джерела збудження. У реальних

системах невiдповiднiсть очiкуваної та реальної поведiнки може призвести

до катастрофи.

Вивченням системи «LC-генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»

займались Т. Краснопольска, О. Швець (1990-1993, 2007-2009), В. Печер-

ний, Ж. Балтазар, Р. Бразiл, Дж. Паласiос Фелiкс та iн. (2007-2011). Ни-

ми було виведено математичну модель неiдеальної системи «LC-генератор

– п’єзокерамiчний випромiнювач» та виявлено деякi усталенi граничнi мно-

жини. Зокрема, положення рiвноваги, хаотичнi та гiперхаотичнi атрактори.

Було встановлено, що iснування детермiновано хаосу можливо лише при вра-

хуваннi нелiнiйної взаємодiї генератора та випромiнювача.

Чiльне мiсце у дослiдженнях резонанчних коливань сферичного мая-

тника при iдеальному збудженнi посiдають роботи Дж. Майлза (1962, 1984).
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Ним були вивченi випадки вимушених та параметричних резонансiв та вста-

новлена можливiсть iснування хаотичних режимiв коливань "iдеального"

сферичного маятника. Дослiдженя Дж. Майлза були уточненi й продовженi

у роботах Т. Краснопольскої, О. Швеця, В. Печерного та iн. (1990-1994, 2007-

2011). У цих роботах було виведено математичну модель неiдеальної системи

«сферичний маятник – електродвигун», де було враховано нелiнiйну взає-

модiю мiж маятником та джерелом збудження його коливань - електродви-

гуном обмеженої потужностi. Крiм того, було виявлено новi типи хаотичних

атракторiв такої системи i описано новий сценарiй переходу до хаосу, так

звана, узагальнена перемiжнiсть.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних

джерел i додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульова-

но мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову

новизну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з на-

уковими темами й особистий внесок здобувача, вказано, де було апробовано

та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi проведено детальний огляд розвитку дослiджень iз

нелiнiйної динамiки та теорiї динамiчних систем. Висвiтлено сучасний стан

дослiджень хаотичної динамiки в коливальних системах iз обмеженим збу-

дженням. Наведено деякi необхiднi теоретичнi вiдомостi та результати попе-

редникiв, якi використовуються в дисертацiйнiй роботi.

У другому роздiлi наведено основнi поняття з теорiї динамiчних систем,

розглянуто загальнi пiдходи та методи дослiдження хаотичної динамiки ко-

ливальних систем.

У третьому роздiлi було проведено дослiдження системи «LC-генератор

– п’єзокерамiчний випромiнювач». Для системи побудовано карту динамiчних

режимiв на якiй виявлено всi можливi типи граничних множин, якi можуть
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бути притаманнi чотирьохвимiрнiй системi диференцiальних рiвнянь. Вияв-

лено атипове чергування сценарiїв Фейгенбаума та Манневiлля-Помо при пе-

реходах вiд регулярних до хаотичних атракторiв. Знайдено значення пара-

метрiв за яких у системi спiвiснують два атрактори. Для знайдених атра-

кторiв побудавно проєкцiї фазових портретiв, фазо-параметричнi характери-

стики та перерiз Пуанкаре. Вперше було проведено класифiкацiю iснуючих

атракторiв у термiнах прихованостi, рiдкiсностi та самозбудженостi. Про-

аналiзовано вплив запiзнення на зазначену класифiкацiю.

У четвертому роздiлi було проведено дослiдження системи «сферичний

маятник – електродвигун». Для системи знайдено та побудовано як iзольованi

та i неiзольованi положення рiвноваги. Доведено теореми про стiйкiсть

iзольованого положення рiвноваги та iснування сiмейства неiзольованих по-

ложень рiвноваги. Показано, що неiзольоване сiмейство положень рiвноваги

може володiти притягувальними властивостями, що спонукало узагальни-

ти поняттям «атрактор» для системи, що розглядається, поняттям «макси-

мальний атрактор». Знайдено iншi типи максимальних атракторiв, зокрема

перiодичнi та хаотичнi. Для знайдених максимальних атракторiв побудовано

проєкцiї фазових портретiв, фазо-параметричнi характеристики та розподiл

природної iнварiантної мiри. Показано, що незважаючи на те, що макси-

мальнi атрактори не є атракторами в традицiйному розумiннi цього термiну,

перехiд до хаосу максимальних атракторiв вiдбувається за сценарiями, що

є аналогiчними до сценарiїв переходу до хаосу притаманним "класичним"

атракторам.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Основнi результати, якi визначають наукову новизну дисертацiї. Для

системи «генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»:

1. Виявлено нетипове чергування сценарiїв Фейгенбаума та Манневiлля-
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Помо при переходах вiд регулярних режимiв до хаотичних.

2. Знайдено значення параметрiв за яких у системi спiвiснують два атра-

ктори один iз яких розташований в областi локалiзацiї iншого.

3. Встановлено спiвiснування таких усталених режимiв: квазiперiодичний

i перiодичний; перiодичний i перiодичний; хаотичний i перiодичний.

4. Проведено iдетифiкацiю спiвiснуючих атракторiв цiєї системи в

термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

5. Проаналiзовано вплив запiзнення на класифiкацiю спiвiснуючих атра-

кторiв у термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

Для системи «сферичний маятник – електродвигун»:

1. Знайдено iзольованi та неiзольованi положення рiвноваги.

2. Знайдено регулярнi та нерегулярнi сiмейства неiзольованих граничних

множин, що володiють притягувальними властивостями.

3. Показано, що сiмейства неiзольованих граничних множин, що во-

лодiють притягувальними властивостями, не є атракторами в "класи-

чному" розумiннi, але вiдповiдають означенню максимального атракто-

ра.

4. Встановлено, що сценарiї переходу до хаосу максимальних атракторiв

вiдбувається за сценарiями, що є аналогiчними до сценарiїв переходу

до хаосу притаманним "класичним" атракторам.

5. Доведено теореми про стiйкiсть iзольованого положення рiвноваги та

iснування сiмейства неiзольованих положень рiвноваги.

Ключовi слова: система диференцiальних рiвнянь, неiдеальна ди-

намiчна система, система з обмеженим збудженням, ефект Зоммерфельда-

Кононенка, множина граничних точок, детермiнований хаос, регулярний
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атрактор, хаотичний атрактор, рiдкiсний атрактор, прихований атрактор,

максимальний атрактор, асимптотичнi розв’язки, усталенi режими.
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Abstract

Donetskyi S.V. New types of attractors in nonideal dynamic systems. Quali-

fying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the academic degree Doctor of Philosophy in speci-

ality 111 - Mathematics. – National Technical University of Ukraine «Igor Sikorsky

Kyiv Polytechnic Institute». – Ukraine, Kyiv, 2023.

The thesis is devoted to the study of limit sets of two nonideal according

to Sommerfeld-Kononenko dynamic systems: the «LC-generator - piezoceramic

transducer» system and the «spherical pendulum - electric motor» system.

Piezoceramic transducers are considered to be one of the most important

components in modern navigation equipment. They are widely used in various

applications such as depth gauges, rangefinders, underwater scanning devices,

and underwater information transmission systems. Recently, electrolamp LC-

generators have been used as the device for exciting the oscillations of the pi-

ezoceramic transducer. This is due to the renaissance of analog lamps, which allow

significantly higher meteorological characteristics of the output signals compared

to digital devices.

Pendulum systems are inherently simple in their physical nature and can be

used to conduct physical experiments that verify or challenge theoretically establi-

shed oscillatory properties. However, the interest in studying different aspects

of the dynamic behavior of pendulum systems stems from the fact that many

properties initially observed in pendulum systems have been subsequently identi-

fied in other systems with significantly more complex physical characteristics.

This holds true for systems such as rings, shells, plates, tanks partially filled with

liquid, and so on.

Any oscillating system, despite the vast variety of such systems, consists

of two main elements. The first element is the oscillating system itself, and the

second is any source of oscillation excitation. All the variety of existing osci-
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llatory dynamic systems can be divided into two classes. The first class includes

ideal oscillating dynamic systems, which are understood as systems in which the

source of oscillation excitation has a power that significantly exceeds the power

consumed by the oscillating system. The second class consists of nonideal accordi-

ng to Sommerfeld (1902) and Kononenko (1964) systems or systems with limi-

ted excitation. In these systems, the power consumed by the oscillating load is

comparable to the power of the excitation source. Consequently, the functioning

of the energy source depends on the mode of the oscillating load, and the influence

of the source cannot be expressed as a predetermined explicit function of time. In

traditional mathematical modeling of an oscillating system, idealized excitation

sources of unlimited power are often considered. However, this "ideal" approach is

fundamentally incorrect in many cases, leading to significant errors in the descri-

ption of the dynamics of both the oscillating system and the excitation source.

In real systems, a mismatch between expected and actual behavior can lead to

disaster.

The study of the system «LC-generator – piezoceramic transducer» was

conducted by T. Krasnopolska, A. Shvets (1990-1993, 2007-2009), V. Pecherny,

J. Baltazar, R Brazil, J. Palacios Felix et al. (2007-2011). They developed a

mathematical model for the non-ideal system and explored various aspects of

it, including equilibrium positions, chaotic and hyperchaotic attractors. Their

research revealed that the presence of deterministic chaos arises only when consi-

dering the nonlinear interaction between the generator and the transducer.

The works of J. Miles (1962, 1984) occupy a prominent place in the research

on resonant oscillations of a spherical pendulum under ideal excitation. He studied

the cases of forced and parametric resonances and established the possibility of the

existence of chaotic regimes of oscillations, often referred to as "ideal" spherical

pendulum oscillations. The studies by J. Miles were refined and continued in the

works of T. Krasnopolska, A. Shvets, V. Pecherny, and others (1990-1994, 2007-

2011). In these works, a mathematical model of the non-ideal system «spherical
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pendulum – electric motor» was developed, taking into account the nonlinear

interaction between the pendulum and the source of oscillation excitation. The

latter is an electric motor with limited power. Furthermore, new types of chaotic

attractors within the system were discovered, and a novel scenario for the transi-

tion to chaos, known as the «generalized intermittency», was described.

The thesis consists of the annotation in Ukrainian and in English, introducti-

on, four sections of its main part, conclusions, the list of references, and appendix.

The introduction establishes the relevance of the research topic, outlines

the goal, object, subject, tasks, and research methods. It highlights the scientific

novelty of the obtained results, their practical significance, the connection of the

work with relevant scientific themes, and the applicant’s personal contribution.

Additionally, it specifies where the dissertation results have been discussed and

published.

The first section provides a comprehensive overview of the evolution of

research in nonlinear dynamics and the theory of dynamic systems. The current

status of research on chaotic dynamics in oscillating systems with limited exci-

tation is discussed. Essential theoretical insights and findings from earlier studies,

which are utilized in the thesis, are presented.

The second section introduces fundamental concepts from the theory of

dynamical systems. It explores general approaches and methods for investigating

the chaotic dynamics of oscillating systems.

In the third section, a study of the «LC-generator – piezoceramic

transducer» system is conducted. A map of dynamic regimes is built for the

system, showing all possible types of limit sets that a four-dimensional system

of differential equations can have. An atypical alternation between the Fei-

genbaum and Manneville-Pomeau scenarios during transitions from regular to

chaotic attractors is observed. The parameter values for which two attractors

coexist in the system have been determined. Projections of phase portraits, phase-

parametric characteristics, and Poincaré sections are presented for the identified
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attractors. For the first time, existing attractors are classified in terms of rare, hi-

dden, and self-excited. The influence of delay on the aforementioned classification

is analyzed.

In the fourth section, a study of the «spherical pendulum – electric motor»

system is conducted. Both isolated and non-isolated equilibrium positions are

revealed and analyzed for the system. Theorems regarding the stability of isolated

equilibrium positions and the existence of a family of non-isolated equilibrium

positions are proven. The study demonstrates that a non-isolated family of equi-

librium positions can exhibit attractive properties. This observation led to the

extension of the concept of an "attractor" for the discussed system, termed as a

"maximal attractor". Various types of maximal attractors are discovered, includi-

ng periodic and chaotic ones. Phase portraits, phase-parametric characteristi-

cs, and the distribution of the natural invariant measure are generated for the

identified maximum attractors. Notably, it is revealed that even though maximal

attractors do not adhere to the traditional sense of the term "attractor", their

transition to chaos follows scenarios analogous to those seen in the transition to

chaos of "classical" attractors.

The appendix contains a list of the applicant’s publications on the topic of

the thesis and information on the approbation of the dissertation results.

The main results that determine the scientific novelty of the thesis are as

follows. For the «generator – piezoceramic transducer» system:

1. An atypical alternation of the Feigenbaum and Manneville-Pomeau scenari-

os during transitions from regular to chaotic regimes has been revealed.

2. The values of the parameters for which two attractors coexist in the system,

with one attractor located in the area of localization of the other, have been

found.

3. The coexistence of the following attractors has been established: quasi-

periodic and periodic; periodic and periodic; chaotic and periodic.
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4. The coexisting attractors of this system have been identified in accordance

to «rare» and «hidden» classification.

5. The effect of delay on the classification of coexisting attractors in terms of

«rare» and «hidden» has been analyzed.

For the «spherical pendulum – electric motor» system:

1. Isolated and non-isolated equilibrium positions have been revealed.

2. Regular and chaotic families of non-isolated limit sets with attractive

properties have been discovered.

3. It has been shown that families of non-isolated limit sets with attractive

properties are not attractors in the "classical" sense but correspond to the

definition of a maximal attractor.

4. The scenarios of transition to chaos of maximal attractors have been found

to follow similar patterns as the scenarios of transition to chaos observed

for "classical" attractors.

5. The theorems regarding the stability of an isolated equilibrium position and

the existence of a family of non-isolated equilibrium positions have been

proven.

Keywords: system of differential equations, nonideal dynamical system,

system with limited excitation, Sommerfeld–Kononenko effect, set of limit points,

deterministic chaos, regular attractor, chaotic attractor, rare attractor, hidden

attractor, maximal attractor, asymptotic solutions, steady-state regimes.
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Вступ

Дисертацiя присвячена дослiдженню поведiнки двох динамiчних си-

стем: «LC-генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач» та «сферичний ма-

ятник – електродвигун».

Актуальнiсть теми. Маятник є провiдним об’єктом вивчення ще

з часiв Г. Галiлея i залишається таким дотепер. Безлiч ефектiв та явищ,

що вперше були встановленi в маятникових системах, згодом були зна-

йденi й у системах зовсiм iншої природи. Маятниковi системи є прости-

ми за своєю фiзичною природою, що дозволяє проводити експериментальне

пiдтвердження коливальних ефектiв, якi встановленi теоретично.

Одним iз найдивовижнiих вiдкриттiв у маятникових системах ста-

ло вiдкриття можливостi стабiлiзацiї верхнього, нестiйкого, положення

рiвноваги. М. Боголюбов за допомогою методу усереднення теоретично довiв

можливiсть стабiлiзацiї верхнього положення рiвноваги при високочастотних

вертикальних коливаннях iз малою амплiтудою точки пiдвису. Аналогiчнi

М. Боголюбову результи щодо стабiлазцiї нестiйкого положення рiвноваги

отримав i П. Капiца. Дослiдження ефектiв динамiчної стабiлiзацiї маятникiв

проводились В. Челомеєм та знайшли широке застосування у вiбрацiйнiй

стабiлзацiї ракет на стартових площадках.

У вiдносно нескладних нелiнiйних маятникових системах можливо спо-

стерiгати велике рiзноманiття можливих динамiчних процесiв. Протягом

останнiх десятилiть було зроблено суттєвий прогрес у розумiннi природи

цих процесiв. З’ясувалось, що динамiки детермiнованої (повнiстю визначе-

ної) динамiчної системи може мати непередбачуваною (хаотичною), тобто

мала змiна початкового стану призводить до зовсiм iншого стану динамiчної

системи. Причому ця непередбачуванiсть є властивiстю самої динамiчної си-

стеми, а не результатом зовнiшнього хаотичного впливу.

Надзвичайна розповсюдженiсть явищ детермiнованого хаосу в оточу-
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ючому нас свiтi привело до усвiдомлення того, що математичне моделю-

вання рiзних динамiчних процесiв i явищ неможливо без розумiння хаоти-

чної динамiки. Бурхливий розвиток теорiї динамiчних систем, а саме те-

орiї детермiнованого хаосу, знаходить своє успiшне застосування практи-

чно в усiх областях знань, замiнивши лiнiйний пiдхiд в прикладних зада-

чах на нелiнiйнi принципи. Суттєвий внесок у розвиток нелiнiйної динамiки

та теорiї динамiчних систем внесли А. Андронов, В. Анiщенко, В. Арнольд,

В. Астахов, А. Борисов, Б. Ван дер Поль, О. Вiтт, М. Ено, Г. Заславський,

Дж. Йорк, А. Кузнєцов, С. Кузнєцов, Л. Ландау, Е. Лоренц, Л. Мандель-

штам, Н. Магнiцький, П. Манневiлль, Ю. Неймарк, Е. Отто, I. Помо, Д. Рю-

ель, А. Самойленко, Ф. Такенс, I. Тюкiн, М. Фейгенбаум, С. Хайкiн, Е. Хопф,

Л. Чуа, О. Шарковський та iншi.

Будь-яка коливальна система, незважаючи на величезну

рiзноманiтнiсть таких систем, насправдi, складається з двох основних

елементiв. Перший елемент – безпосередньо коливальна система, а дру-

гий – будь-яке джерело збудження коливань. Все рiзноманiття iснуючих

коливальних динамiчних систем можна роздiлити на два класи. Iдеальнi

(за Зоммерфельдом-Кононенком) коливальнi динамiчнi системи, що ро-

зумiються як системи в яких джерело збудження коливань має потужнiсть,

що значно перевищує потужнiсть з якою коливальна система споживає

енергiю. У свою чергу, системи в яких потужнiсть, споживана коливальним

навантаженням є порiвняною з потужнiстю джерела збудження зараз

називають неiдеальними за Зоммерфельдом [10–12] Кононенком [13], або

системами з обмеженим збудженням. В останньому випадку робота джерела

енергiї залежить вiд режиму коливального навантаження, а вплив джерела

не може бути виражено як заздалегiдь визначену явну функцiю часу. Тодi

як при традицiйному математичному моделюваннi коливальної системи

розглядаються iдеалiзованi джерела збудження необмеженої потужностi. У

багатьох випадках "iдеальний" пiдхiд у коренi неправильний, що на практицi
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призводить до значних помилок в описi динамiки як коливальної системи,

так i джерела збудження.

Серед iншого, актуальнiсть дослiдження неiдеальних динамiчних си-

стем також зумовлено розвитком сучасних енергоефективних та енерго-

зберiгаючих технологiй, метою яких є мiнiмiзацiя потужностей джерел збу-

дження коливань. Це є неможливим без врахування неiдеального пiдходу,

тобто пiдходу де по потужнiсть джерела збудження коливань порiвняна з

потужнiстю, яка споживається коливальним навантаженням. А в такому ви-

падку принципово необхiдно врахувати зворотнiй вплив коливального наван-

таження на джерело збудження коливань.

Вивченням системи «LC-генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»

займались Т. Краснопольска, О. Швець, В. Печерний, Ж. Балтазар,

Р. Бразiл, Дж. Паласiос Фелiкс та iн. у роботах [14—20], у яких було виведе-

но математичну модель неiдеальної системи «LC-генератор – п’єзокерамiчний

випромiнювач» та виявлено деякi усталенi граничнi множини. Зокрема, по-

ложення рiвноваги, хаотичнi та гiперхаотичнi атрактори. Було встановлено,

що iснування детермiновано хаосу можливо лише при врахуваннi нелiнiйної

взаємодiї генератора та випромiнювача.

Чiльне мiсце у дослiдженнях резонанчних коливань сферичного мая-

тника при iдеальному збудженнi посiдають роботи Дж. Майлза [21–23]. Ним

були вивченi випадки вимушених та параметричних резонансiв та встанов-

лена можливiсть iснування хаотичних режимiв коливань "iдеального" сфе-

ричного маятника. Дослiдженя Дж. Майлза були уточненi й продовженi у

роботах Т. Краснопольскої, О. Швеця, В. Печерного та iн. у роботах [24—26].

У цих роботах було виведено математичну модель неiдеальної системи «сфе-

ричний маятник – електродвигун», де було враховано нелiнiйну взаємодiю

мiж маятником та джерелом збудження його коливань - електродвигуном

обмеженої потужностi. Крiм того, було виявлено новi типи хаотичних атра-

кторiв такої системи i описано новий сценарiй переходу до хаосу, так звана,
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узагальнена перемiжнiсть.

В останньому десятилiттi iнтенсивно почали дослiджуватися новi ти-

пи як регулярних, так i хаотичних граничних множин динамiчних систем.

Почала створюватися нова понятiйна база для опису таких граничних мно-

жин, зокрема атракторiв. Так у роботах М. Закржевського та його учнiв

[27] були класифiкованi так званi рiдкiснi атрактори i почалося систематичне

дослiдження таких атракторiв. Подiбнi дослiдження проводились у роботах

А. Чуджика, Т. Капiтаняка та iн. [28]. Ще одним новим науковим напрямком

дослiджень є вивчення прихованих атракторiв та атракторiв, що самозбу-

джуються. Класифiкацiя таких атракторiв запропонована у роботi Г. Лєоно-

ва, М. Кузнєцова та iн. [29]. Виявлення та класифiкацiя таких атракторiв є

суттєвим для реальних динамiчних систем, тому кiлькiсть публiкацiй за цим

напрямком збiльшилась за останнiй час. Зокрема, П. Рех вивчає прихованi

та самозбудженi атрактори в мультистабiльнiй ривковiй системi [30]. К. Ю,

Ґ. Лв та Ї. Женґ вивчають рiдкiснi та прихованi атрактори в перiодично ви-

мушенiй системi Дуффiнга з абсолютною нелiнiйнiстю [31]. Н. Ванґ, Д. Ксу,

Н. Кузнєцов та iн. знаходять прихованi атрактори в системi Чуа [32].

Також у сучасних дослiдженнях спостерiгається невiдповiднiсть класи-

чного термiну "атрактор" та притягувальних множин, що спостерiгаються в

системi. Це спонукає науковцiв шукати пiдходящу термiнологiю та математи-

чний апарт для дослiдження таких притягувальних множин динамiчних си-

стем. Серед iнших, у деяких роботах використовують поняття максимального

атрактора вперше запропованого у роботi Дж. Мiлнора для опису поведiнки

динамiчних систем [33]. Зокрема, Ц. Юмiнг та С. Джiнґпiнґ використовують

поняття максимального атрактора при дослiдження рiвнянь Нав’є-Стокса

для в’язкої та теплопровiдної рiдини, що може стискатись [34]. П. да Сiлва

та Ж. Болдрiнi вивчають максимальнi атрактори для Оствальдiвської моделi

визрiвання [35]. Я. Лi та Ї. Ма знайшли максимальнi атрактори класичного

розв’язку для рiвняння реакцiйно-дифузiйної моделi з дисперсiєю [36].
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi математичної фiзики та дифе-

ренцiальних рiвнянь Нацiонального технiчного унiверситету України «Ки-

ївський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського» згiдно iз загальним

планом роботи у рамках науково-дослiдної теми «Хаос i солiтони коливаль-

них систем», державний реєстрацiйний номер 0117U 003172.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є дослiдження по-

ведiнки двох неiдеальних динамiчних систем, а саме системи «LC-генератор –

п’єзокерамiчний випромiнювач» та системи «сферичний маятник – електро-

двигун».

Об’єктом дослiдження є математичнi моделi, що описують по-

ведiнку неiдеальних динамiчних систем «LC-генератор – п’єзокерамiчний ви-

промiнювач» та «сферичний маятник – електродвигун».

Предметом дослiдження виступають усталенi режими (положен-

ня рiвноваги, граничнi цикли, квазiперiодичнi режими, хаотичнi та

гiперхаотичнi атрактори) вiдповiдних динамiчних систем, а також iншi гра-

ничнi множини, що не є атракторами.

Завдання дослiдження:

1. Розробити програмне забпезпечення для комп’ютерного моделювання

вiдповiдних систем;

2. Дослiдити систему «генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»:

(а) Проаналiзувати положень рiвноваги системи;

(б) Виявити та детально описати регулярнi та хаотичнi атрактори;

(в) Розробити алгоритм пошуку рiдкiсних та прихованих атракторiв;

(г) Класифiкувати атрактори в термiнах «рiдкiснi» та «прихованi»;

(д) Дослiдити вплив фактору запiзнення на класифiкацiю в термiнах

«рiдкiснi» та «прихованi».
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3. Дослiдити систему «сферичний маятник – електродвигун»:

(а) Проаналiзувати положень рiвноваги системи;

(б) Встановити iснування максимальних атракторiв у системi;

(в) Дослiдити сценарiї переходу до хаосу для максимальних атра-

кторiв.

Методи дослiдження. При проведеннi дослiдження використовувалися

методи математичного та комп’ютерного моделювання динамiчних систем,

зокрема метод Рунге-Кутти зi змiнним кроком чисельного iнтегрування, ал-

горитм Бенеттiна-Гальянi, метод Ено, методи вiзуалiзацiї розподiлiв приро-

дних iнварiантних мiр i карт динамiчних режимiв тощо.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисертацiї,

що запропонованi до захисту, є новими та полягають у наступному: Для си-

стеми «генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»:

1. Виявлено нетипове чергування сценарiїв Фейгенбаума та Манневiлля-

Помо при переходах вiд регулярних режимiв до хаотичних.

2. Знайдено значення параметрiв за яких у системi спiвiснують два атра-

ктори один iз яких розташований в областi локалiзацiї iншого.

3. Встановлено спiвiснування таких усталених режимiв: квазiперiодичний

i перiодичний; перiодичний i перiодичний; хаотичний i перiодичний.

4. Проведено iдетифiкацiю спiвiснуючих атракторiв цiєї системи в

термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

5. Проаналiзовано вплив запiзнення на класифiкацiю спiвiснуючих атра-

кторiв у термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

Для системи «сферичний маятник – електродвигун»:

1. Знайдено iзольованi та неiзольованi положення рiвноваги.
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2. Знайдено регулярнi та нерегулярнi сiмейства неiзольованих граничних

множин, що володiють притягувальними властивостями.

3. Показано, що сiмейства неiзольованих граничних множин, що во-

лодiють притягувальними властивостями, не є атракторами в "класи-

чному" розумiннi, але вiдповiдають означенню максимального атракто-

ра.

4. Встановлено, що сценарiї переходу до хаосу максимальних атракторiв

вiдбувається за сценарiями, що є аналогiчними до сценарiїв переходу

до хаосу притаманним "класичним" атракторам.

5. Доведено теореми про стiйкiсть iзольованого положення рiвноваги та

iснування сiмейства неiзольованих положень рiвноваги.

Практичне значення одержаних результатiв. У реальних систе-

мах невiдповiднiсть очiкуваної та реальної поведiнки може призвести до ка-

тастрофи. А тому детальне вивчення поведiнки системи є суттєвим для пра-

ктичного застосування приладiв, що використовують цю систему.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-

тацiї та постановка задач належать науковому керiвнику доктору фiзико-

математичних наук, професору О. Ю. Швецю. Основнi науковi резуль-

тати, якi винесено на захист, отримано здобувачем особисто. Зi статей

опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати,

що належить дисертанту.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на

[7] The 11th CHAOS 2018 International Conference. Рим, Iталiя. 5-8 червня

2018.

[8] The 13th CHAOS 2020 International Conference. Флоренцiя, Iталiя. 9-12

червня 2020.
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[9] The 14th CHAOS 2021 International Conference. Афiни, Грецiя. 8-11 черв-

ня 2021.

Публiкацiї. Основнi результати дослiдження опублiковано в 5 науко-

вих працях. Три з них [2; 4; 5] входять до наукометричних баз Scopus, при-

чому працi [2; 4] належать квартiлю Q3. Працi [1; 3] є науковими фаховими

виданнями України.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, вступу, чотирьох роздiлiв основної ча-

стини, висновкiв, списку використаних джерел, додатку, який мiстить список

публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю резуль-

татiв дисертацiї. Повний обсяг роботи складає 124 сторiнок друкованого текс-

ту. Список використаних джерел налiчує 97 найменувань. Дисертацiя мiстить

34 рисунки та 1 таблицю.
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1. Напрямок детермiнованого хаосу

1.1. Розвиток нелiнiйної динамiки

Задачi опису явищ, що змiнюються з часом, вiдомi ще з часiв Ньютона.

Власне сам Ньютон дослiджував явища, якi можна вiдтворити експеремен-

тально, за допомогою математичних моделей. Розвиток iдей, що стан системи

однозначно визначається у будь-який момент часу на пiдставi початкових да-

них призвiв до появи напрямку теорiї динамiчних систем.

Цей математичний апарат виявився успiшним для опису багатьох ре-

альних систем. I найбiльший його успiх припав на першу половину ХХ

столiття, коли була описана теорiя коливання двовимiрних систем. Подальшi

були спрямованi на опис багатовимiрних динамiчних систем, проте до другої

половини ХХ столiття було не зрозумiло на скiльки складними можуть бути

поведiнки таких динамiчних систем.

Вперше зi складної поведiнкою динамiчних систем зустрiвся Бальта-

зар Ван дер Поль пiд час дослiдження коливання електролампових генера-

торiв [37; 38]. Дослiджуючи такi генератори, вiн регулював їх поведiнку на

пiдставi звуку в наушниках. Пiд час одного з експерементiв, при переходi

мiж перiодичними коливаннями, вiн помiтив нерегулярнi шумоподiбнi коли-

вання. Вважається, що це було перше спостереження хаосу. Роботу Ван дер

Поля продовжили М. Картрайт та Д. Лiттвуд [39] та встановили виключну

складнiсть дослiджуваної системи. Бiльш того, вони встановили iснування

нескiнченної кiлькостi нестiйких перiодичних траєкторiй.

Взагалi, першою сформульованою задачею зi складною динамiкою та

можливiстю виникнення хаосу була, напевно, ще задача трьох тiл сформу-

льована ще Ньютоном. Але, вперше можливу складнiсть вказаної задачi ме-

ханiки усвiдомив видатний французький математик Анрi Пуанкаре [40]. Се-

ред iншого, вiн описав так звану гомоклiнiчну траєкторiю, яка стала предме-
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том ретельних дослiджень 60-ти рокiв потому.

Варто вiдмiтити школу Л. Мандельштама, яка охоплювала питання

радiофiзики, оптики та коливальних процесiв рiзної природи. Вважається, що

очiльник школи став першим, хто прийшов до напрямку теорiї нелiнiйних ко-

ливань. До того часу вважалось, що нелiнiйнi явища мають дослiджуватись

для кожної системи окремо. В серединi 30-х ХХ столiття учень Л. Ман-

дельштампа, А. Андронов встановив виникнення автоколивань при змiнi па-

раметрiв, результат, який зараз називають бiфуркацiєю Андронова-Хопфа.

Трохи згодом, виходить книга А. Андронова, С. Вiтта та Е. Хайкiна «Теорiя

коливань» (1937), де були розвинутi методи А. Пуанкаре та М. Ляпунова

для дослiдження прикладних динамiчних систем зi складними коливання-

ми. Фактично в цiй книзi вперше були застованi методи якiсної теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь для дослiдження складних iнженерних проблем. На

жаль один з авторiв книги був репресований i ця видатна наукова робота

бiльш нiж на двадцять рокiв була виключена зi свiтового наукового процесу.

У бiблiографiчному списку наведна книга [41] – одне з перевидань оригiналу

1937 року.

Складна поведiнка динамiчних систем спостерiгалась i в

гiдродинамiчних системах при дослiдженнях проблем турбулентностi.

Однiєю з перших робiт цього напрямку це робота О. Рейнольдса [42], де,

при дослiдженнi динамiки в’язкої рiдини в трубцi за допомогою рiвнянь

Нав’є-Стокса, Рейнольдс встановив, що турбулентнiсть чи ламiнарнiсть руху

рiдини в трубцi залежить вiд деякого безрозмiрного параметра, який зараз

називають числом Рейнольдса.

Однiєю з визначних подiй у розвитку детермiнованого хаосу, та

нелiнiйної динамiки загалом, стала публiкацiя Едварда Лоренца [43], в

якiй за допомогою чисельного iнтегрування аналiзувалась поведiнка трьо-

хвимiрної динамiчної системи, що описувала динамiку рiдини при конвекцiї

в пiдiгрiтому знизу шарi. Вперше було встановлено ключовий факт хаотичної
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динамiки, що мала змiна в початкових даних може призвести до кардинально

iншої поведiнки динамiчної системи. Пiзнiше, цю властивiсть хаотичної ди-

намiки вiн назвав «ефектом метелика». Своє вiдкриття Лоренц iлюстрував за

допомогою метелика, який змахом крила в Бразилiї, мiг спричинити ланцюг

клiматичних змiн, що зрештою спричинить ураган у Техасi. На жаль, праця

Лоренца, що була висвiтлена в метеорологiчному журналi, не була помiчена

своєчасно.

Початок 70-их рокiв став повортним: кiлькiсть публiкацiй з хаотичної

динамiки рiзко зросла. Окремою увагою варто вiдзначити роботу Д. Рюеля та

Ф. Такенса [44], в якiй вони вперше запропонували термiн "дивний атрактор",

що наразi є широко вживаним.

Наступними ключовими подiями є дослiдження сценарiїв переходу до

хаосу. Зокрема, вiдкриття М. Фейгенбаума, де автор дослiджував одно-

параметричнi вiдображення одиничного вiдрiзку в себе аби зрозумiти як

вiдбувається перехiд вiд регулярних динамiк до хаотичних [45; 46]. Вiн

помiтив, що при збiльшеннi значення параметра вiбувається бiфуркацiя i

стiйка перiодична тракєторiя стає нестiйкою, а на її мiсцi народжується стiйка

перiодична траєкторiя вдвiчi бiльшого перiоду. Продовжуючи збiльшувати

значення параметру, ця ситуацiя повторюється й iснуючий стiкий цикл

з подвоєнним перiодом знову стає нестiйким, а на його з’являється нова

перiодична траєкторiя, перiод якої знову вдвiчi перевищує зниклий. Цей лан-

цюг бiфуркацiй продовжується аж до появи в системi циклу "нескiнченного

перiоду", що, власне, є хаотичним атрактором. Описана ситуацiя i є сценарiєм

переходу до хаосу, який носить назву сценарiя каскаду бiфуркацiй подвоєння

перiоду, або сценарiя Фейгенбаума за iм’ям вiдкривача.

Варто вiдмiтити, що наведений вище результат вкладається в теорему

українського математика Шарковського про неперервнi вiдображення оди-

ничного вiдрiзку в себе [47], яка була однiєю з перших загальних результатiв

теорiї динамiчних систем.
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Iншим важливим сценарiєм переходу вiд регулярної до хаотичної по-

ведiнки в динамiчних системах є сценарiй перемiжностi, який дослiджували

французькi вченi П. Манневiлль та I. Помо [48; 49]. У своїх роботах вони опи-

сали кiлька можливих сценарiїв переходу до хаосу, але ключовою особливiстю

всiх було те, що перехiд вiдбувався лише за одну бiфуркацiю. Крiм того, но-

воутворена хаотична траєкторiя завжди складалась з двох фаз – ламiнарної

та турбулентної. Пiд час ламiнарної фази, траєкторiя здiйснює рухи в околi

атрактора, що iснував до бiфуркацiї. Пiд час турбулентної фази, траєкторiя

зривається з околу зниклого атрактора та рухається у вiддаленi областi фа-

зового простору. Це чергування фаз вiдбувається нескiнченну кiлькiсть разiв

i, загалом, ламiнарна фаза триває помiтно довше. Але тривалiсть фаз, рiвно

як i моменти часiв змiни фаз є непередбачуваними.

Ще одним внеском українських учених, а саме Т. Краснопольскої та

О. Швеця, є вiдкриття ще одного сценарiю узагальненої перемiжностi [50; 51]

типу "хаос-хаос". Цей сценарiй реалiзується за одну бiфуркацiю, i на мiсцi

зниклого хаотичного атрактора з’являється хаотичний атрактор нового ти-

пу. Перехiд за цим сценарiєм супроводжується двума фазами руху новоутво-

реної хаотичної тракєторiї: грубо-ламiнарної та турбулентної. Пiд час грубо-

ламiнарної фази, траєкторiя здiйснює рухи в околi зниклого хаотичного атра-

ктора. Пiд час турбулентної фази, траєкторiя зривається з околу зниклого

атрактора та рухається у вiддаленi областi фазового простору. Це чергуван-

ня фаз вiдбувається нескiнченну кiлькiсть разiв i, загалом, ламiнарна фаза

триває помiтно довше. Але тривалiсть фаз, рiвно як i моменти часiв змiни

фаз є непередбачуваними.

Останнiми роками в роботах О. Швеця та В. Сiренка [52–55] був вста-

новлений ряд нових сценарiїв переходу до хаосу. Всi цi сценарiї є подальшими

узагальненями класичних сценарiїв Фейгенбаума й Манневiлля-Помо.

Крiм зазначених сценарiїв iснують ще ряд iнших, зокрема перехiд через

руйнування квазiперiодичних атракторiв у роботах Л. Ландау та Е. Хопфа
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[56; 57], бiфуркацiї Афраймовича-Неймарка [58; 59] тощо.

Вiдомо, що дивнi (хаотичнi) атрактори можуть iснувати лише в

нелiнiйних математичних моделях. Останнi, в переважнiй бiльшостi, не мо-

жуть бути розв’язанi аналiтично. Тому важливого значення набула розробка

чисельних методi та алгоритмiв для дослiдження хаосу. Зокрема, велике за-

стосування в iдентифiкацiях траєкторiй та хаосу знайшли спектри ляпунов-

ських характеристичних показникiв (ЛХП), якi було введено А. Ляпуновим

[60]. А пiсля теореми про ергодичнiсть I. Оселедця [61] стало зрозумiлим,

що спектри ЛХП це властивiсть не окремої траєкторiї на атракторi, а всьо-

го атрактора. Тому важливим є чисельний алгоритм для обрахунку спектру

ляпуновських характеристичних показникiв, який було запропоновано у ро-

ботах Ґ. Бенеттiна та iн. [62–64], завдяки чому спектри ЛХП почали вико-

ристовувати як основний критерiй хаотичностi та ряду iнших характеристик

поведiнки динамiчних систем.

Проте iншим, напевно, ключовим напрямком дослiдження чисельних

методiв нелiнiйної динамiки є сiмейство методiв Рунге-Кутти. Зокрема, дуже

ефективним є модифiкацiя методу чисельного iнтегрування, що включає ко-

рекцiю кроку iнтегрування, яку розробили Ж. Дорман та П. Прiнс [65–68].

Серед iнших видатних досягнень числьних методiв, варто також згадати про

метод М. Ено для побудови перетинiв i вiдображень Пуанкаре [69].

Останнi роки вченi переважно дослiджували поведiнку положень

рiвноваги та поведiнку їх околу, що залишало переважну бiльшiсть область

фазового простору недослiдженою. У реальних динамiчних системах це мо-

же призвести до катострофiчних наслiдкiв. Тому природньо виникають кла-

сифiкацiї атракторiв аби окреслити як вiрогiдно можна зустрiти той чи iнший

атрактор. Зокрема, класифiкацiя на прихованi та тi, що самозбуджуються у

роботi Г. Лєонова, М. Кузнєцова та iн. [29]; класифiкацiя на рiдкiснi у ро-

ботах М. Закржевського та iн. [27], А. Чуджика, Т. Капiтаняка та iн. [28].

Виявлення та класифiкацiя таких атракторiв є суттєвим для реальних ди-
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намiчних систем тому кiлькiсть публiкацiй за цим напрямком збiльшилась

за останнiй час. Зокрема, П. Рех вивчає прихованi та самозбудженi атракто-

ри в мультистабiльнiй ривковiй системi [30]. К. Ю, Ґ. Лв та Ї. Женґ вивчають

рiдкiснi та прихованi атрактори в перiодично вимушенiй системi Дуффiнга з

абсолютною нелiнiйнiстю [31]. Н. Ванґ, Д. Ксу, Н. Кузнєцов та iн. знаходять

прихованi атрактори в системi Чуа [32].

Також у сучасних дослiдженнях спостерiгається невiдповiднiсть класи-

чного термiну "атрактор" та притягувальних множин, що спостерiгаються в

системi. Це спонукає науковцiв шукати пiдходящу термiнологiю та математи-

чний апартдля дослiдження таких притягувальних множин динамiчних си-

стем. Серед iнших, у деяких роботах використовують поняття максимального

атрактора вперше запропованого у роботi Дж. Мiлнора для опису поведiнки

динамiчних систем [33]. Зокрема, Ц. Юмiнг та С. Джiнґпiнґ використовують

поняття максимального атрактора при дослiдження рiвнянь Нав’є-Стокса

для в’язкої та теплопровiдної рiдини, що може стискатись [34]. П. да Сiлва

та Ж. Болдрiнi вивчають максимальнi атрактори для Оствальдiвської моделi

визрiвання [35]. Я. Лi та Ї. Ма знайшли максимальнi атрактори класичного

розв’язку для рiвняння реакцiйно-дифузiйної моделi з дисперсiєю [36].

Кiлькiсть публiкацiй з детермiнованого хаосу зростають починаючи

з 70-их рокiв минулого столiття i по сьогоднiшнiй день. Дослiдження до-

водять, що хаос не є екзотикою, а навпаки вiн є бiльш природнiм, нiж

будь-який iнший тип поведiнки динамiчних систем. Хаос спостерiгається

у багатьох динамiчних системах, зокрема механiцi, бiологiї, хiмiї, еко-

номiцi тощо. Це робить теорiю динамiчних систем та детермiнованого хаосу

мiждисциплiнарною, яка стає провiдним напрямком сучасної науки.
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1.2. Розвиток теорiї коливань систем з обмеженим збу-

дженням

Першими роботами, що заклали фундамент теорiї коливань систем з

обмеженим збудженням можна вважати роботи нiмецького фiзика Арнольда

Зоммерфельда [10–12]. Вiн дослiджував умови появи резонансних коливань

фундаментiв збуджених малопотужними електродвигунами, а також керо-

ванiсть функцiонування цих двигунiв. Зоммерфельд експериментально довiв

ефект впливу не тiльки електродвигуна (джерела збудження) на фундамент

(коливальну систему), а й вплив коливальної системи на джерело збудження.

Причиною цього феномену була в тому, що коливальна система споживала

енергiю на своєму внутрiшньому демпфуваннi, а двигун витрачав 2/3 поту-

жностi на пiдтримку резонансних коливань високої амплiтуди.

Пiзнiше, цей експеремент повторив С. Тимошенко [70]. Вiн використо-

вував невеликий електродвигун, що був закрiплений на гнучкiй балцi на двух

опорах. Пiд час резонансу спостерiгались коливання балки з сильним згина-

нням. Запобiгаючи цим коливанням, скажiмо за допомогою фiзичної сили

людини, кiлькiсть обертiв у генератора стрiмко зростала. Тимошенко назвав

цей феномен взаємодiї коливальної системи та двигуна ефектом Зоммерфель-

да.

У роботi I. Рокара вперше було встановлено iснування нестiйких уста-

лених динамiчних режимiв взаємодiї електродвигуна та коливальної системи

[71]. Вiн розглядав сукупну систему: електродвигун, що обертає деяку масу

та коливальна пiдсистема.

I. Блехманом дослiджувалось питання самосинхронiзацiї вiбрацiйних

машин [72]. Вiн розглядав вiбрацiйнi машини з неврiвноваженими масами

обертання. За допомогою коливань фундаменту може здiйснюватись процес

синхронiзацiї окремих, не пов’язаних мiж собою, роторних вiбромашин. Тоб-

то, фундамент є iстотним фактором в питаннях самосинхронiзацiї. Задачi,
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що розглядав Блехман, є не що iншим як задачами взаємодiї вiбромашин

та коливань фундаменту. Блехманом було отримано рiвняння, що опису-

ють процес взаємодiї валiв електродвигунiв та коливань фундамента, i зна-

йдено розв’язок для випадкiв i резонансної i нерезонансної взаємодiї, а та-

кож отримано умови їх стiйкостi. Крiм того, Блехман отримав аналiтичне

спiввiдношення, що описує взаємозв’язок потужностi двигуна та потужнiстю,

яку споживають коливання фундамента. Це дозволило пояснити ефект Зом-

мерфельда.

Згодом, пiсля виходу працi Вiктора Кононенка [13], теорiя коливань

систем з обмеженим збудженням сформувалась в окремий напрямок. У своїй

роботi, Кононенко розробив методологiю розв’язку задач взаємодiї джерел

збудження та коливальних систем, ввiв озновнi означення та термiнологiю.

Вiн розглядав системи у яких джерело збудження мало порiвняну потужнiсть

до коливальної системи. Такi системи було названо системами з обмеженим

збудженням, а джерело їх збудження – неiдеальним джерелом збудження. В

серiях своїх робiт, Кононенко побудував теорiю взаємодiї джерел збудження

та коливальних систем рiзного типу (лiнiйних, нелiнiйних, параметричних,

автоколивальних), бiльш того теоретично та аналiтично обґрунтовав ефект

Зоммерфельда [13; 73; 74].

У сучаснiй науцi випадок взаємодiї джерела збудження та коли-

вальної системи, а також випадок коли потужнiсть джерела збудження

є порiвняною з потужнiстю коливальної системи, називають неiдеальними

за Зоммерфельдом-Кононенком системами. Джерело збудження називається

iдеальним, якщо воно не зазнає впливу вiд коливальної системи. В реаль-

них динамiчних системих, це можуть бути випадки, коли вплив коливаль-

ної системи на джерело збудження є незначним, або мають мiсце дода-

тковi пристрої, що компенсують цей вплив. Джерело збудження називається

неiдеальним, якщо воно зазнає впливу вiд коливальної системи, тобто коли

потужнiсть джерела збудження є спiвставною до потужностi, що споживає
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коливальна система.

У дослiдженнях коливальних динамiчних систем типу «джерело збу-

дження – коливальна система» набуває розвитку напрямок дослiдження уста-

лених хаотичних режимiв. Вперше, новий клас хотичних режмiв знайшли

українськi вченi Т. Краснопольска та О. Швець у роботi [75]. Далi, в низцi

своїх робiт [15–17; 24; 76—79], вони встановили iснування детермiнованого

хаосу в коливальних, електропружних та гiдродинамiчних системах. В цих

роботах показано, що основною причиною виникнення хаотичних режимiв є

зворотнiй вплив коливальної пiдсистеми на джерело збудження коливань.

Також, увагу бразильских учених Дж. Балтазар, I. Калдас, Р. Вiвна

та iн привернула поведiнка неiдеальних динамiчних систем. У своїх роботах

[80–85], вони вивчають специфiку хаотичних коливань, а також можливiсть

керування хаосом у таких системах.

Серед iнших напрямкiв вивчення неiдеальних динамiчних систем варто

вiдзначити дослiдження резонансiв та нормальних мод, якими займається

iнший український вчений Ю. Мiхлiн [86; 87]. Оберненою задачею, тобто

пошуком динамiчнiої системи, яка має напаред задачу граничну множину,

займається В. Городецький [88].

Отже, поведiнка неiдеальних динамiчних систем цiкавить людство як iз

практичної точки зору, так i з наукової. Але, чимало питань щодо цих систем

залишається вiдкритим.
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2. Основнi поняття теорiї динамiчних систем

2.1. Динамiчна система

Означення 1. Динамiчною системою називається об’єкт, що складається

з трьох компонентiв:

1) Метричного простору (D, ρ), який називається фазовим просто-

ром. Зокрема, фазовий простiр може збiгатись iз усiм n-вимiрним

евклiдовим простором Rn;

2) часу t ∈ T, який може бути неперервним (T = R), або дискретним

(T = Z);

3) закону (оператора) еволюцiї φ : T × D → D, який задовольняє такi

теоретико-груповi властивостi:

а) φ(0, x) = x;

б) φ(t1, φ(t2, x)) = φ(t1 + t2, x);

в) φ(t, x) неперервне за (t, x).

Означення 2. Для початкової точки x0 ∈ D, множина

K(x0) := {x ∈ D | ∃ ({tn} ⊂ T) : tn → ∞∧ φ(tn, x0) → x}

називається граничною множиною.

Означення 3. Гранична множина A ⊂ D називається атрактором, якщо

∃(B : B ⊃ A ∧ B вiдкрита множина) : ∀(x ∈ B) =⇒ K(x) = A.

Множина B називається басейном притягання атрактора A.

Означення 4. Гранична множина V ⊂ D називається репелером, якщо

∀(B : B ⊃ V ∧ B вiдкрита множина) =⇒
(
∀(x0 ∈ B \ V ) =⇒ K(x0) ̸= V

)
.
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Означення 5. Вiдображенням множини V ⊂ D у момент часу t ∈ T на-

зивається сукупнiсть точок фазового простору

φ(t, V ) := {φ(t, x) | x ∈ V } .

Означення 6. Динамiчна система називається дисипативною, якщо

∀ (V ⊂ D : µ(V ) < ∞) =⇒ µ (φ(t, V )) −−−→
t→∞

0,

де µ – мiра над простором D.

Зауваження 1. У загальнiй теорiї динамiчнiй систем встановлено, що атра-

ктори iснують тiльки у дисипативних системах.

2.2. Система звичайних диференцiальних рiвнянь як

динамiчна система

Розглянемо автономну систему звичайних диференцiальних рiвнянь n-

ого порядку в нормальному виглядi:

ẋ = f(x), f : U ⊆ Rn → Rn, (2.1)

де x = (x1, x2, ..., xn) – вектор невiдомих функцiй; f(x) =
(
f1(x), ..., fn(x)

)
–

неперервно диференцiйовна вектор-функцiя n-змiнних.

Припустимо, що будь-який розв’язок x(t,x0) рiвняння (2.1), такий що

x(0,x0) = x0 ∈ U , - iснує при всiх t ∈ [0,+∞), є єдиним i не залишає множини

U . В такому випадку вiдображення φ : [0,+∞)× U → U , таке що

φ(t,x0) = x(t,x0),

задає динамiчну систему з метрикою

ρ(x,y) = ∥x − y∥,

де ∥x∥ :=
√
x21 + x22 + ...+ x2n - евклiдова норма.

Розглядаючи систему диференцiальних рiвнянь, пiд мiрою будь-якої

множини будемо розумiти її фазовий об’єм.
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2.3. Перехiднi та усталенi процеси. Поняття хаотичного

атрактора

Рух у дисипативних системах доцiльно роздiлити на два класи: клас

перехiдних, нестацiонарних рухiв, якi вiдповiдають процесу переходу вiд

початкових станiв до граничних множин (атракторiв), i клас усталених,

стацiонарних рухiв, фазовi траєкторiї яких вже належать граничним мно-

жинам (атракторам).

У загальнiй теорiї динамiчних систем встановлено, що дисипативна ди-

намiчна система може мати наступнi типи атракторiв [59; 89; 90]:

1. положення рiвноваги (точки у фазовому просторi);

2. граничнi цикли (замкненi лiнiї у фазовому просторi);

3. квазiперiодичнi атрактори (тороїдальнi поверхнi у фазовому про-

сторi).

Вищеперерахованi атрактори називаються регулярними. Їм

вiдповiдають повнiстю передбачуванi у часi рухи дисипативних динамiчних

систем.

Iснують також i iншi типи атракторiв крiм регулярних. Виявилося, що

рух траєкторiй, що прямують до таких граничних множин є зовсiм непер-

дбачуваним (хаотичним). Причому важливо, що ця непередбачуванiсть по-

яснюється властивостями самої динамiчної системи, а не будь-яким зовнiшнiм

випливом. Однак, при всiй своїй непередбачуваностi, такi рухи мають ряд

чiтких кiлькiсних i якiсних закономiрностей, що суттєво вiдрiзняє їх вiд кла-

сичних стацiонарних випадкових процесiв. Тому для позначення таких типiв

рухiв динамiчних систем став уживатися парадоксальний термiн «детермiно-

ваний хаос». У свою чергу, для рухiв, що описуються регулярними атракто-

рами став уживатися термiн «порядок».
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Математичним образом детермiнованого хаосу у фазовому просторi є

складним чином улаштованi притягувальнi множини, фазовi траєкторiї яких

не належать до жодного типу регулярних атракторiв. Фазовi траєкторiї пред-

ставляються у виглядi нескiнченної лiнiї, яка нiде не перетинається, не зали-

шає при t → +∞ замкненої областi й не притягається до регулярних атракто-

рiв. Зображуюча точка траєкторiї час вiд часу повертається в окiл довiльно

обраного на траєкторiї початкового стану, однак цi повернення непередбачу-

ванi i мають вигляд випадкової послiдовностi. Такi атрактори називаються

хаотичними (дивними).

Зауваження 2. Було зазначено, що атрактори iснують тiльки у дисипа-

тивних динамiчних системах, але обернене не є вiрним, тобто не в кожнiй

дисипативнiй системi iснує атрактор i це демонструє наступний приклад:

ẋ =
1

x
.

Для будь-якої початкової умови x0, що належить (0,+∞), розв’язок

x(t, x0) iснує, є єдиним i визначеним при t ∈ [0,+∞). Зокрема,

x(t, x0) =
√

x20 + 2t.

1. Покажемо, що ця система є дисипативною: ∀ {x0, x′0} ⊂ (0,+∞),

маємо

|x(t, x0)− x(t, x′0)| =
∣∣∣√x0 + 2t−

√
x′0 + 2t

∣∣∣ = |x0 − x′0|√
x0 + 2t+

√
x′0 + 2t

−−−−→
t→+∞

0.

2. У цiй системi немає жодного атрактора, тому що немає жодної гра-

ничної множини.

2.4. Типи стiйкостi траєкторiй

Означення 7. Розв’язок x(t,x0) системи диференцiальних рiвнянь (2.1) на-

зивається стiйким за Лагранжем, якщо

∃(M > 0)∀(t ≥ 0) : ∥x(t,x0)∥ < M.
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Тобто траєкторiя x(t,x0) увесь час знаходиться в обмеженiй областi

фазового простору.

Означення 8. Траєкторiя x(t,x0) називається стiйкою за Ляпуновим,

якщо

∀(ε > 0)∃(δ > 0)∀(x′
0 : ∥x0 − x′

0∥ < δ) =⇒ ∀(t > 0) : ∥x(t,x0)− x(t,x′
0)∥ < ε.

Геометрично це означає, що два близькi у початковий момент часу

розв’язки назавжди залишаються близькими.

Встановлено, що кожна траєкторiя, яка належить одному з регулярних

атракторiв (положення рiвноваги, граничнi цикли й квазiперiодичнi атра-

ктори), є стiйкою за Ляпуновим. У свою чергу, всi хаотичнi атрактори ди-

намiчних систем є нестiйкими за Ляпуновим.

Означення 9. Траєкторiя x(t,x0) називається асимтотично стiйкою,

якщо

∃(δ > 0)∀(x′
0 : ∥x0 − x′

0∥ < δ) =⇒
(
∥x(t,x0)− x(t,x′

0)∥ −−−→
t→∞

0
)
.

Надалi будемо припускати, що система диференцiальних рiвнянь (2.1)

є дисипативною, а кожна розглянута траєкторiя є стiйкою за Лагранжем.

2.5. Теорема Ляпунова та ЛХП

Розглянемо динамiчну систему у виглядi системи диференцiальних

рiвнянь (2.1). Нехай x(t,x0) – деякий розв’язок цiєї системи, який ми будемо

називати незбуреним.

Збуреним ми будемо називати розв’язок системи (2.1) x(t,x0 + x̃) =

x(t,x0) + x̃(t), де ∥x̃(0)∥ < ε.

За даних позначень еволюцiя збурення x̃(t) у лiнiйному наближеннi

описується рiвнянням першого наближення:

˙̃x = F (t)x̃, (2.2)
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де матриця коефiцiєнтiв F (t) визначається наступним чином:

F (t) =



∂f1(y1, y2..., yn)

∂y1

∂f1(y1, y2..., yn)

∂y2
. . .

∂f1(y1, y2, ..., yn)

∂yn
∂f2(y1, y2..., yn)

∂y1

∂f2(y1, y2..., yn)

∂y2
. . .

∂f2(y1, y2, ..., yn)

∂yn
... ... . . . ...

∂fn(y1, y2..., yn)

∂y1

∂fn(y1, y2..., yn)

∂y2
. . .

∂fn(y1, y2, ..., yn)

∂yn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y=x(t,x0)

Для системи (2.2) є вiрною наступна теорема [59; 60; 89; 90]:

Теорема (Ляпунова). Нехай iснує така константа M , що для всiх еле-

ментiв Fij матрицi F i для довiльного T ,

1

T

T∫
0

|Fij(t)|dt ≤ M,

тодi

1. Для будь-якого нетривiального розв’язку x̃(t) рiвняння (2.2) iснує ля-

пуновський характеристичний показник - дiйсне число, вiдмiнне вiд

±∞, яке визначається за формулою:

λx̃(t) = lim sup
T→∞

1

T
ln ∥x̃(T )∥; (2.3)

2. При множеннi розв’язку на константу C, що не дорiвнює нулю, ля-

пуновський характеристичний показник не змiнюється

λCx̃(t) = λx̃(t); (2.4)

3. Ляпуновський характеристичний показник лiнiйної комбiнацiї двох

розв’язкiв не перевищує бiльшого з показникикiв цих розв’язкiв

λC1x̃1(t)+C2x̃2(t) ≤ max(λx1(t), λx2(t)); (2.5)
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4. Iснує n лiнiйно незалежних розв’язкiв x̃i(t) (фундаментальна система

розв’язкiв) рiвняння (2.2), яким вiдповiдає n ляпуновських характери-

стичних показникiв, якi нумеруються в порядку спадання λ1 ≥ λ2 ≥

· · · ≥ λn.

Набiр чисел {λ1, λ2, ..., λn} називається спектром ляпуновських хара-

ктеристичних показникiв (ЛХП). Найбiльше iз цих чисел λ1 називається

старшим ляпуновським показником. Спектр ЛХП слiд розглядати як хара-

ктеристику лiнiйної системи рiвнянь (2.2) у цiлому, а не якого-небудь одного

розв’язку x̃(t), оскiльки розв’язок не залежить вiд вибору фундаментальної

системи {x̃i(t)}. А тому з (2.4), (2.5) слiдує, що для будь-якого розв’язку x̃(t)

ляпуновським характеристичним показником обов’язково буде одне з чисел

{λ1, ..., λn}.

Зауваження 3. Отже, кожному розв’язку x(t,x0) вихiдної системи (2.1)

рiвняння першого наближення (2.2) ставить у вiдповiднiсть повнiстю визна-

чений спектр ЛХП.

Для траєкторiї x(t,x0) присутнiсть в її спектрi ЛХП числа λi має такий

геометричний сенс: iснує така збурена траєкторiя x(t,x′
0), що

∥x0 − x′
0∥ < ε,

а еволюцiя збурення, у лiнiйному наближеннi, описується як

∥x(t,x0)− x(t,x′
0)∥ ∼ ε · eλit.

Таким чином, присутнiсть в спектрi хоча б одного додатного показника

означає нестiйкiсть за Ляпуновим розглянутої тракєторiї, тобто двi близькi

траєкторiї будуть з часом вiддалятись одна вiд одної, незважаючи на те, як

близько вони були в початковий момент часу. Проте, вони не можуть необме-

жено вiддалятись одна вiд одної, оскiльки вони є стiйкими за Лагранжем,

зокрема, пiсля проходження деякого часу t∗, який буде означати завершення
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перехiдних процесiв, для t > t∗ буде вiрною наступна оцiнка:

∥x(t,x0)− x(t,x′
0)∥ ≤ diam(A),

де A – атрактор, до якого вони прямують; diam(A) := sup
x,y∈A

ρ(x,y) – дiаметр

множини A.

Випадок, коли всi показники вiд’ємнi, свiдчить про асимтотичну

стiйкiсть траєкторiї.

Кожний розв’язок x(t,x0) рiвняння (2.1) має цiлком визначений спектр

ЛХП, а тому i атракторам, що складаються тiльки з однiєї траєкторiї (поло-

ження рiвноваги та граничнi цикли), можна приписати цей же спектр ЛХП.

Якщо ж атрактор складається з множини траєкторiй (iнварiантний тор або

хаотичний атрактор), то виникає питання, чи можна приписати усьому атра-

ктору спектр деякої однiєї траєкторiї цього атрактора. Вiдповiдь на це за-

питання дає теорема В. Оселедця [61], яка стверджує, що типова, взята нав-

мання, траєкторiя на атракторi, з одиничною ймовiрнiстю буде мати цiлком

визначений спектр ЛХП, який можна приписати усьому атрактору.

Спектр ЛХП атрактора дисипативної динамiчної системи повинен за-

довольняти наступним умовам:

1. Сума всiх n показникiв повинна бути вiд’ємною:

n∑
k=1

λk < 0.

Це умова дисипативностi, завдяки якiй атрактор є притягувальною грани-

чною множиною нульової мiри у фазовому просторi;

2. У будь-якого атрактора, крiм положення рiвноваги, необхiдним чи-

ном повинен бути присутнiй у спектрi хоча б один нульовий показник.

Справдi, нехай траєкторiя x(t) знаходиться на атракторi, який не є по-

ложенням рiвноваги. Розглянемо iншу траєкторiю x′(t) = x(t + ∆t), де ча-

совий зсув ∆t є малим. Зрозумiло, що обидвi зображуючi точки належать
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одному атрактору, оскiльки вiдрiзняються тiльки часовим зсувом, а тому

x′(t)− x(t) = x(t+∆t)− x(t) ≈ ẋ(t)∆t = f(x)∆t.

Оскiльки кожна розглянута траєкторiя рiвняння (2.1) є стiйкою за

Лагранжем, то знайдеться таке число M > 0, що ∥f(x)∥ < M , а тому

∥f(x)∆t∥ < M |∆t|. Таким чином, ляпуновьский характеристичний показник

для такого збурення дорiвнює:

lim sup
T→+∞

1

T
ln ∥x′(t)− x(t)∥ = lim sup

T→+∞

1

T
lnM |∆t| = 0.

Нехай маємо визначений спектр ЛХП, тодi будемо позначати додатний

показник знаком ′+′, вiд’ємний – знаком ′−′, а нульовий – знаком ′0′. Таким

чином атрактору динамiчної системи у фазовому просторi розмiрностi n буде

вiдповiдати набiр з n знакiв, який ми будемо називати сигнатурою спектра

ЛХП.

2.6. Дискретне вiдображення як динамiчна система

Розглянемо дискретне вiдображення:

xk+1 = g(xk), g : U ⊆ Rn → U, (2.6)

де {xk = (x1,k, x2,k, ..., xn,k)}∞k=0 – послiдовнiсть точок фазового простору;

g(x) =
(
g1(x), ..., gn(x)

)
– неперервна вектор-функцiя n-змiнних.

Нехай послiдовнiсть точок x0,x1, ...xk, ... є розв’язком дискретного

рiвняння (2.6), тодi, за даних припущень, вiдображення φ : N0 × U → U ,

таке що

φ(k,x0) = xk,

задає динамiчну систему з метрикою

ρ(x,y) = ∥x − y∥,
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де ∥x∥ :=
√

x21 + x22 + ...+ x2n - евклiдова норма; N0 := N ∪ {0} – множина

цiлих невiд’ємних чисел.

Пiд мiрою будь-якої множини у фазовому просторi будемо розумiти її

фазовий об’єм.

Як i у випадку системи диференцiальних рiвнянь, для дискретно-

го вiдображення можна ввести аналогiчнi поняття спектру ЛХП, стiйкостi

за Ляпуновим, стiйкостi за Лагранжем та iншi. Проте, нас буде цiкавити

наочний спосiб вiзуалiзацiї динамiчних режимiв, притаманний дискретним

вiдображенням, оскiльки вiн є корисним i для дослiдження поведiнки систем

диференцiальних рiвнянь.

2.7. Фазо-параметрична характеристика

Роглянемо дискретне вiдображення:

xk+1 = g(xk, α), (2.7)

де α - деякий параметр.

Припустимо, що для параметра α iз деякого iнтервалу в системi (2.7)

iснує атрактор. Виберемо координату, на яку будемо роботи проєкцiю (напри-

клад першу координату, тобто x1). Тодi фазо-параметричною характеристи-

кою (або бiфуркацiйним деревом) ми будемо називати координатну площину

(α, x1), де на осi абсцис вiдкладено деякий iнтервал значень параметра α, а на

осi ординат – проєкцiю точок граничної множини. Таким чином, ми можемо

прослiдкувати за бiфуркацiями, що вiдбуваються з граничними множинами,

тобто за якiсними змiнами поведiнки динамiчної системи.

Для прикладу роглянемо одновимiрне дискретне вiдображення:

xk+1 = 1− αx2k, (2.8)

де α – параметр.
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Вiдображення (2.8) носить назву логiстичного вiдображення [45]. На

рис. 2.1 зображена його фазо-параметрична характеристика, тобто площи-

на (α, x), де в залежностi вiд значення параметра α зображено точки, що

належать атрактору.

Рис. 2.1: Фазо-параметрична характеристика логiстичного вiдображення.

Вiдомо, що в системi (2.8) iснують граничнi цикли будь-яких перiодiв.

Зокрема, цикл перiоду 1 (або положення рiвноваги) можна спостерiгати на

рис. 2.1 при α ∈ (0; 0.75); цикл перiоду два – при α ∈ (0.75; 1.25) [45].

Також у цьому дискретному вiдображеннi присутнiй хаотичний атра-

ктор, який можна спостерiгати, наприклад, при α = 2 [45].

Зауважимо, що кiлькiсть точок у випадку граничного циклу є

скiнченною i, до того ж, кожна точка повторюється строго через перiод.

Кiлькiсть точок хаотичного атрактора, у свою чергу, збiльшується зi

збiльшенням кiлькостi iтерацiй i передбачити появу тiєї чи iншої точки на

такому атракторi неможливо.

В цiй системi не було знайдено жодного квазiперiодичного атрактора
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(iнварiантного тора). Проте, у випадку присутностi такого типу атрактора

на фазо-параметричнiй характеристицi, ми будемо спостерiгати безлiч то-

чок, кiлькiсть яких буде збiльшуватися зi збiльшенням числа iтерацiй. Про-

те, навiдмiну вiд хаотичного атрактора, появу кожної наступної точки ми

можемо передбачити.

2.8. Перерiз та вiдображення Пуанкаре

Розглянемо динамiчну систему з неперервним часом, яка описується за

допомогою системи диференцiальних рiвнянь:

ẋ = f(x), f : Rn → Rn. (2.1)

Далi розглянемо деякий розв’язок системи (2.1), якому вiдповiдає тра-

єкторiя Γ у фазовому просторi. Помiстимо у фазовому просторi деяку пло-

щину S, рiвняння якої має вигляд:

S(x) = 0.

Вибiр такої площини є довiльним, однак вона повинна розмiщатися так,

щоб траєкторiя Γ перетинала її нескiнченне число разiв i дотик траєкторiї до

площини був неможливий (трансверсальне перетинання). Так вибрана пло-

щина S називається сiчною Пуанкаре фазової траєкторiї Γ.

Через y0,y1, ...,yk, ... позначимо точки перетину траєкторiї Γ iз сiчною

S (рис. 2.2). Зазначимо, що послiдовнiсть точок {yk} будується перетинами

Γ iз S лише в одному напрямку перетину (наприклад, у напрямку iз S > 0

у S < 0). Отримана послiдовнiсть точок {yk}
∞
k=0 на сiчнiй Пуанкаре назива-

ється перерiзом Пуанкаре для траєкторiї Γ.

Перерiз Пуанкаре також породжує дискретне вiдображення наступним

чином: нехай yk – точка деякого перетину Γ iз S, поставимо їй у вiдповiднiсть

точку yk+1, що наступною перетинає площину при русi по траєкторiї Γ. Так
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Рис. 2.2: Тривимiрний перерiз Пуанкаре.

вибраний закон вiдповiдностi мiж попередньою й наступною точками Пе-

рерiзу Пуанкаре називається вiдображенням Пуанкаре. Для розглянутої n-

вимiрної системи (2.1) це вiдображення вже буде (n− 1)-вимiрним

yk+1 = g(yk), g : Rn−1 → Rn−1, (2.9)

тому що точки перерiзу Пуанкаре розташовуються на площинi й останню

координату завжди можна виразити через першi n− 1 координат.

Таким чином, задача вивчення динамiчної системи (2.1) може бути

зведена до задачi вивчення вiдповiдного вiдображення Пуанкаре, яке має

розмiрнiсть на одиницю меншу, нiж вихiдна система. При цьому структу-

ра динамiчної системи (2.1) однозначно (але не взаємно однозначно) визна-

чає структуру породженого нею дискретного вiдображення (2.9), для якого

ми вже ввели поняття фазо-параметричної характеристики. А тому фазо-

параметричною характеристикою деякого розв’язку (2.1) ми будемо назива-

ти фазо-параметричну характеристику будь-якого вiдображення Пуанкаре

цього розв’язку.
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2.9. Прихованi та рiдкiснi атрактори

Наразi, математичний апарат за допомогою якого можна було б вста-

новити кiлькiсть iснуючих атракторiв (або, хоча б граничних множин) є до-

сить нерозвиненим. Годi вже й казати про математичний апарат, що може

локалiзувати такi множини.

Проте, найрозвиненiшою є теорiя вивчення положень рiвноваги.

Iснують аналiтичнi та чисельнi методи знаходження положень рiвноваги для

окремих класiв диференцiальних рiвнянь. А тому вивчення автономних си-

стем зазвичай починається iз розгляду та аналiзу її положень рiвноваги.

Подальшi ж дослiдження поведiнки динамiчних систем супроводжуються ви-

вченням околу цих положень рiвноваги. З огляду на це, виникла нова кла-

сифiкацiя атракторiв, яка була запропонована в [29]:

Означення 10. Атрактор називається таким, що самозбуджується (self-

excited attractor), якщо iснує положення рiвноваги таке, що будь-який його

окiл перетинається з басейном притягання атрактора.

Означення 11. Атрактор називається прихованим (hidden attractor),

якщо вiн не є таким, що самозбуджується.

Як вже зазначалось, задача знаходження всiх можливих атракторiв си-

стеми є досить складною задачею у загальному випадку. Попри це, будь-який

атрактор, що самозбуджується, може бути знайдений, оскiльки ми можемо

знайти всi положення рiвноваги автономної динамiчної системи, а тому може-

мо дослiдити їх окiл. Проте атрактори динамiчних систем не вичерпуються

лише такими, що самозбуджуються, а тому вихiд траєкторiї на такi граничнi

множини, що є прихованими, може призвести до ряду негативних наслiдкiв у

випадку реальної системи. Це пов’язано iз тим, що реалiзацiя дослiджуваної

системи може вийти на приховану граничну множину, про поведiнку якої ми

не знаємо нiчого. Бiльше того, ми навiть можемо i не мати уявлення про те,

що маємо справу iз прихованим атрактором.
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Оскiльки невiдомо загальних методiв локалiзацiї всiх атракторiв систе-

ми, то кращою стратегiєю пошуку граничних множин є вибiр початкових

умов навмання. Таким чином всi атрактори доцiльно подiлити на рiдкiснi

(rare attractor) та iншi. Пiд рiдкiсним атрактором у широкому сенсi розумiють

атрактор, який має малий басейн притягання.

Останнiм часом з’явилось багато статтей присвячених цьому поняттю,

зокрема, ряд вчених вперше дали бiльш строге означення рiдкiсного атра-

ктора [27; 28]:

Розглянемо динамiчну систему ẋ = f(x, ω), де x ∈ Rn та ω ∈ R – па-

раметр системи. Нехай B ⊂ Rn – множина всiх можливих початкових умов i

C ⊂ R – множина допустимих значень параметра. Припустимо, що атрактор

A iснує при ω ∈ CA ⊂ C та має басейн притягання BA. Припускаючи, що по-

чатковi умови i параметр системи вибираються незалежно, ймовiрнiсть того,

що траєкторiя вийшла на атрактор A рiвна

p(A) =
µ(CA)
µ(C)

µ(BA)

µ(B)
.

Якщо значення p(A) є малим (тобто p(A) ≪ 1), то атрактор A є рiдкiсним.

2.10. Максимальнi атрактори

Наведене ранiше означення атрактора не є загальноприйнятим та

унiверсальним. Унiверсальним воно не є, зокрема, i тому, що iснують ди-

намiчнi системи в яких граничнi множини не є iзольованими одна вiд одної,

тобто для граничної множини K1 та для будь-якого ε > 0, знайдеться грани-

чна множина K2 ̸= K1 така, що

ρ(K1,K2) < ε,

де ρ(K1,K2) = inf
x∈K1
y∈K2

ρ(x, y).

За таких умов зрозумiло, що для будь-якої вiдкритої множини B ⊃ K1,

знайдеться гранична множина K2 ̸= K1 така, що B∩K2 ̸= ∅. А тому гранична



49

множина K1, навiть теоретично, не може бути атрактором, оскiльки для будь-

якої початкової точки x0 ∈ B ∩ K2, гранична множина цiєї початкової точки

K(x0) = K2 ̸= K1.

Незважаючи на це, такi динамiчнi системи в яких iснують неiзольованi

граничнi множини можуть бути i дисипативними i стiйкими за Лагранжем

одночасно. А це означає, що в таких динамiчних системах iснують притя-

гувальнi граничнi множини, якi не вiдповiдають означенню атрактора. Для

таких випадкiв доцiльно розглядати iншi концепти атракторiв та притягу-

вальних множин. Одним з таких концептiв є поняття максимального атра-

ктора [33; 91].

Означення 12. Область B ⊂ D називається поглинаючою, якщо

∀(t > 0) : φ(t,B) ⊂ B.

Означення 13. Максимальним атрактором поглинаючої областi B нази-

вається множина

Amax :=
⋂
t>0

φ(t,B).

З означення зрозумiло, що максимальний атрактор – це об’єднання, мо-

жливо, нескiнченної кiлькостi граничних множин. Тому поняття максималь-

ного атрактора також не є унiверсальним, оскiльки можливо, що в макси-

мальний атрактор увiйдуть репелери. З означення граничних множин, якi є

репелерами зрозумiло, що траєкторiї навпаки вiддалятись вiд такої граничної

множини. А тому, поняття максимального атрактора не завжди спiвпадає з

усталеними поведiнками динамiчних систем.

2.11. Висновки за роздiлом

У роздiлi викладено основнi поняття i результати теорiї динамiчних

систем та детермiнованого хаосу, якi використовуються при дисертацiйному

дослiдженнi.
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3. Система генератор – п’єзокерамiчний

випромiнювач

3.1. Математична модель та її положення рiвноваги

Розглянемо стержневий п’єзокерамiчний випромiнювач, до еле-

ктродiв якого прикладається електрична напруга, збуджена LC-генератором

(рис. 3.1) [17].

Рис. 3.1: Схема роглянутої системи [15; 17; 79].

Позначимо через ϕ(t) значення, пропорцiйне електричнiй напрузi сiтки

генератора та через V (t) - електричну рiзницю потенцiалiв на електродах ге-

нератора. Тодi математичну модель системи «п’єзокерамiчний випромiнювач

– генератор» можна описати такою системою диференцiальних рiвнянь [15—

19]:
ϕ̈+ ω2

0ϕ = a1ϕ̇+ a2ϕ̇
2 − a3ϕ̇

3 − a4V (t);

V̈ (t) + ω2
1V (t) = a5ϕ+ a6ϕ̇− a7V̇ (t),

(3.1)

де

a0 = a1 −
M 2Rc

LcCcLR2
a

, a1 =
Mc

LcCc

[
I1 −

RcRaCc − Lc

Ra(Mc −DLc
+

RcL1

R2
aMc

− 3Ic3(Eg)
2

]
,

a2 = 3
McI3Eg

LcCc
, a3 =

McI3
LcCc

, a4 =
2MMc

LRaLcCc
,
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a5 = −Mω2
1(Ra +Rc)

2McRaLc
, a6 = −Mω2

1Rc

2McRa
, a7 =

k2

η0hS(1− k2)
,

ω2
1 =

2h

LSϵ33(1− k2)
, ω2

0 =
Ra +Rc

RaLkCk
.

Введемо безрозмiрнi змiннi:

τ = ω0t, ξ =
ϕω0

Eg
, ζ =

dξ

dτ
, β =

V

Eg
, γ =

dβ

dτ
.

Пiсля переходу до нових змiнних система (3.1) буде мати вигляд:

dξ

dτ
= ζ;

dζ

dτ
= −ξ + α1ζ + α2ζ

2 − α3ζ
3 + α4β;

dβ

dτ
= γ;

dγ

dτ
= −α0β + α5ξ + α6ζ − α7γ,

(3.2)

де

α0 =
ω2
1

ω2
0

, α1 =
a0
ω0

, α2 =
a2Eg

ω0
, α3 =

a3E
2
g

ω0
,

α4 = −a4
ω0

, α5 =
a5
ω3
0

, α6 =
a6
ω2
0

, α7 =
a7
ω0

.

(3.3)

Спочатку розглянемо положення рiвноваги системи п’єзокерамiчний

випромiнювач – генератор.

У роботах [15—19] встановлено, що при виконаннi спiввiдношення α0 =

α4α5 ця система має нескiнченну кiлькiсть положень рiвноваги:

ζ = 0; ξ = α4r; γ = 0; β = r,

де r ∈ R.

У випадку, коли α0 ̸= α4α5, маємо єдине положення рiвноваги:

ζ = 0; ξ = 0; γ = 0; β = 0.
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Достатнi умови асимптотичної стiйкостi нульового положення

рiвноваги, будуть мати наступний вигляд [15—19]:

α7 − α1 > 0 (3.4)

1 + α0 − α1α7 > 0 (3.5)

α7 − α4α6 − α0α1 > 0 (3.6)

α6 − α4α5 > 0 (3.7)

(α7 − α1)(1 + α0 − α1α7)(α7 − α4α6 − α0α1)−

(α7 − α4α6 − α0α1)
2 − (α7 − α1)

2(α6 − α4α5) > 0
(3.8)

Отже, при виконаннi умов (3.4)–(3.8) єдине тривiальне положення

рiвноваги буде стiйким. При невиконаннi хоча б однiєї з цих нерiвностей по-

ложення рiвноваги втрачає свою стiйкiсть, а тому всi траєкторiї, що мають

початковi умови в околi рiвноваги залишають цей окiл iз плином часу.

Оскiльки система (3.2) є нелiнiйною системою диференцiальних рiвнянь

четвертого порядку, то всi подальшi дослiдження проводились за допомогою

чисельних методiв.

3.2. Карта динамiчних режимiв

Наочна демонстрацiя типової поведiнки системи може бути подана за

допомогою карти динамiчних режимiв. Карта динамiчних режимiв – дiаграма

на площинi на осях якої вiдкладено значення параметрiв, а на перетинi

рiзними кольорами зображено типовий усталений режим динамiчної систе-

ми. Для побудови такої карти, площина iз обраними параметрами розби-

вається на вузли за допомогою квадратної сiтки. У цих вузлах обчислює-

ться спектр ляпуновських характерестичних показникiв. Тип динамiчного

режиму (тип атрактора) визначається сигнатурою спектру ЛХП. Пiсля

iдентифiкацiї усталеного режиму у всiх точках сiтки кожному режиму при-

своюється вiдповiдний колiр (позначку). Нарештi отримуємо багатокольорову
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дiаграму на площинi.

Покладемо α0 = 0.995, α1 = 0.0535, α4 = −0.103, α5 = −0.0604, α6 =

−0.12, α7 = 0.01, а параметри α2 та α3 виберемо в якостi бiфуркацiйних.

На рис. 3.2 побудовано карту динамiчних режимiв для цих параметрiв.

Вiдповiдностi атрактора, його кольору та сигнатури спектра представленi в

табл. 3.1.

Рис. 3.2: Карта динамiчних режимiв.

Зауважимо спочатку, що карта динамiчних режимiв iлюструє лише

найбiльш типовий для динамiчної системи усталений режим i нiчого не каже
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Табл. 3.1: Тлумачення карти динамiчних режимiв.

Позначка Тип атрактора Сигнатура спектра ЛХП

Положення рiвноваги ⟨−,−,−,−⟩

Граничний цикл ⟨0,−,−,−⟩

Iнварiантний тор ⟨0, 0,−,−⟩

Хаотичний атрактор ⟨+, 0,−,−⟩

Гiперхаотичний атрактор ⟨+,+, 0,−⟩

про iснування чи не iснування в системi iнших видiв атракторiв, а тим бiльше,

до якого типу вони належать. У нашому випадку початковi умови були взятi

iз малого околу єдиного положення рiвноваги (ζ = 0; ξ = 0; β = 0; γ = 0),

а тому кожен iз атракторiв, який представлено на рис. 3.2 є таким, що само-

збуджується.

Як видно iз карти динамiчних режимiв, система «п’єзокерамiчний ви-

промiнювач – генератор» має все рiзноманiття динамiчних режимiв, що мо-

жуть бути притаманнi чотиривимiрнiй системi. А саме, при змiнах параметрiв

α2, α3 у межах, зазначених на рис. 3.2, у системi (3.2) iснують положення

рiвноваги (ξ = 0, ζ = 0, β = 0, γ = 0) (позначенi через ), якi є найбiльш

нетиповими атракторами цiєї системи, а також iншi регулярнi атрактори, такi

як, граничнi цикли ( ) та iнварiантнi тори ( ). Крiм того iснують хаотичнi

( ) та гiперхаотичнi ( ) атрактори.

Вiдмiтимо, що атрактор називається гiперхаотичним, якщо у його

спектрi ЛХП присутнi два додатнi показники, у той час хаотичний атра-

ктор, має лише один додатний показник. Таким чином, сигнатури спектра

будуть ⟨+,+, 0,−⟩ та ⟨+, 0,−,−⟩ для гiперхаотичного та хаотичного атра-

кторiв вiдповiдно. Це, у свою чергу, означає, що у гiперхаотичного атрактора

iснує два напрямки розбiгання двох близьких траєкторiй.

Для подальших дослiджень покладемо α3 = 9.95, а параметр α2 за-
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Рис. 3.3: Залежнiсть двох старших ляпуновських характеристичних пока-

зникiв λ1 та λ2 вiд значень параметра α2.

лишимо бiфуркацiйним i дослiдимо поведiнку системи «п’єзокерамiчний ви-

промiнювач – генератор» при його змiнi.

Розглянемо детально залежнiсть двох старших ляпуновських характе-

ристичних показникiв λ1 та λ2 вiд параметра α2, яка представлена на рис. 3.3.

Нагадаємо, що ляпуновськi характеристичнi показники впорядкованi за спа-

данням, тобто λ1 > λ2 > λ3 > λ4. Крiм того, вони задовольняють умову, що

свiдчить про дисипативнiсть системи:

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 < 0. (3.9)

Як видно iз рисунку, iснують наступнi комбiнацiї сигнатури двох стар-

ших ЛХП:

1) λ1 = 0, λ2 < 0, що вiдповiдає перiодичному атрактору;

2) λ1 = 0, λ2 = 0, що вiдповiдає квазiперiодичному атрактору (заува-
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жимо, що у цьому випадку можливi двi сигнатури спектра ЛХП ⟨0, 0,−,−⟩

та ⟨0, 0, 0,−⟩, якi будуть вiдповiдати траєкторiям, що щiльно заповнюють 2-

та 3-вимiрну тороїдальну поверхню вiдповiдно);

3) λ1 > 0, λ2 = 0, що вiдповiдає хаотичному атрактору (як i у попере-

дньому випадку можливi двi сигнатури ⟨+, 0,−,−⟩ та ⟨+, 0, 0,−⟩);

4) λ1 > 0, λ2 > 0, що вiдповiдає гiперхаотичному атрактору.

Крiм названих вище iснує ще одна комбiнацiя, якої на рис. 3.3 не зо-

бражено, це ⟨−,−,−, ⟩, що вiдповiдає асимптотично стiйкому положенню

рiвноваги. Всi iншi комбiнацiї виключаються або умовою дисипативностi

(3.9), або умовою присутностi нульового показника у спектрi атрактора,

вiдмiнного вiд положення рiвноваги.

Для подальшого дослiдження, розглянемо якi атрактори виникають у

системi при змiнi параметра α2, та спробуємо класифiкувати цi атрактори та

описати можливий вплив на реальну динамiчну систему.

3.3. Iдентифiкацiя типiв атракторiв системи

Спираючусь на карту динамiчних режимiв, почнiмо дослiдження систе-

ми зi значення α2 = 7.6, де у системi iснує граничний цикл. При збiльшеннi

значення параметра до α2 = 7.65 iз граничним циклом вiдбувається

бiфуркацiя i у системi з’являється iнварiантний тор, що є зовсiм iншим ти-

пом усталеного режиму динамiчної системи. Проєкцiї фазових портретiв до та

пiсля бiфуркацiї атрактора, представленi на рис. 3.4а та рис. 3.4б вiдповiдно.

За подальшого збiльшення значення бiфуркацiйного параметра до α2 =

7.847, у системi (3.2) з’являється новий атрактор, пiсля чого в системi почи-

нають спiвiснувати два атрактори. Цей новонароджений атрактор є грани-

чним циклом, який має надзвичайно малий басейн притягання, а тому вiн

вiдповiдає ознацi рiдкiсного атрактора, що наведена в першому роздiлi. Дода-

тково зауважимо, що оскiльки iснуючий у системi iнварiантний тор є таким,
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(а) (б)

Рис. 3.4: Проєкцiї фазових портретiв: граничного цилку при α2 = 7.6 (а);

iнварiантного тора при α2 = 7.8 (б).

що самозбуджується, то новий перiодичний атрактор є прихованим.

Так як у системi встановлено iснування принаймнi двох атракторiв,

то, для зручностi, будемо називати новонароджений атрактор (граничний

цикл) та всi подальшi бiфуркацiї пов’язанi з ним формально «червоним атра-

ктором». А вже iснуючий атрактор (iнварiантний тор) та всi подальшi його

бiфуркацiї – формально «чорним атрактором». Чорний та червоний атракто-

ри за значення α2 = 7.847 представленi на рис. 3.5а та рис. 3.5б вiдповiдно,

а обидва разом на рис. 3.5в.

Для встановлення факту спiвiснування в системi «п’єзокерамiчний ви-

промiнювач – генератор» принаймнi двох атракторiв було зроблено ряд

крокiв, що є унiкальними для цiєї системи та якi є пов’язанi з її поведiнкою.

Цi кроки були модифiкованi, оптимiзованi та використаннi для знаходження

пар спiвiснуючих атракторiв для iнших сегментiв значень параметра α2. Роз-

глянемо бiльш детально як вiдбувався пошук спiвiснуючих атракторiв для

α2 = 7.847, що, як ми побачимо згодом, дало змогу встановти весь хiд їхньої

еволiцiї на цiлому сегментi значень параметра α2.

Отже, при значеннi α2 = 7.847 чорний атрактор почав себе поводи-
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(а) (б)

(в)

Рис. 3.5: Проєкцiї фазових портретiв при α2 = 7.847: iнварiантного тора (чор-

ного атрактора) (a); граничного циклу (червоного (рiдкiсного) атрактора)

(б); чорного та червоного одночасно (в).

ти i як хаотичний i як квазiперiодичний. Зокрема, фазова траєкторiя такої

граничної множини здебiльшого нагадувала квазiперiодичну, проте, iнколи,
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траєкторiя «зривалась» i здавалось нiби перехiдний процес починався зано-

во. Крiм цього, пiдрахованi ляпуновськi характеристичнi показники такого

«атрактора» суперечили теорiї, оскiльки сигнатура їх спектру мала вигляд

⟨+,−,−,−⟩. Як з’ясувалось, така поведiнка була пов’язана з великою похиб-

кою локального кроку iнтегрування, оскiльки пiсля її зменшення з O(10−5)

до O(10−8) стало зрозумiло, що у системi iснує квазiперiодичний атрактор.

Але це не пояснювало атипову поведiнку траєкторiї. Поясненням для цього

феномену стало iснування iншого атрактора «всерединi» квазiперiодичного

(рис. 3.5в) та їх «близьке» розташування, через що у деякi моменти часу

траєкторiя «зривалась» з одного атрактора та прямувала до другого, потiм

зривалась та прямувала до першого, потiм зривалась i прямувала до другого

i т.д.

Додатково зазначимо, що атрактори «дiлили» внутрiшнiй простiр

iнварiантного тора своїми басейнами притягання. У той час як, згiдно з чи-

сельними експериментами, «зовнiшнiй» простiр займав байсен притягання

лише iнварiантного тора.

Розглянемо фазо-параметричну характеристику (рис. 3.6) на якiй зо-

бражено значення параметра α2, якi охоплюють iснування червоного атра-

ктора. Фазо-параметрична характеристика була побудована за допомогою

сiчної гiперплощини S = {(ξ, ζ, β, γ) | ζ = 0}. За кожного фiксованого значен-

ня параметра α2, ми маємо скiнченну кiлькiсть точок перетину з перiодичним

(червоним) атрактором. У той час як квазiперiодичний (чорний) атрактор

має нескiнченну кiлькiсть точок перетину iз сiчною S. Але, з рис. 3.6 не є

очевидним, що чорний атрактор є квазiперiодичним, а не хаотичним. Проте,

це наглядно видно з перерiзу Пуанкаре, зображеного на рис. 3.7, що побудо-

ваний за тiєї самої сiчної S.

Додатково зазначимо, що пiсля зменшення локальної похибки чисель-

ного iнтегрування до O(10−8) спетри ЛХП чорного та червоного атракторiв

мають вигляд ⟨0, 0,−,−⟩ та ⟨0,−,−,−⟩ вiдповiдно.
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Рис. 3.6: Фазо-параметрична характеристика α2 ∈ [7.84; 7.96].

На рис. 3.6 можна бачити область значень параметра α2 за якої вiдсутня

бiфуркацiйна дiаграма для чорного атрактора. Пов’язано це з тим, що зазна-

чений атрактор не iснує за вказаних значень. Тобто, червоний атрактор стає

єдиним атрактором, що iснує в системi. А тому, вiн втрачає ознаку рiдкiсного

атрактора та не є бiльше прихованим, оскiльки будь-яка траєкторiя з околу

положення рiвноваги прямувати саме до червоного граничного циклу (тобто

вiн є атрактором, що самозбуджується).

Пiсля проходження бiфуркацiйним параметром значення α2 = 7.883

чорний атрактор знову iснує в системi в якостi квазiперiодичного режиму.

Проте, чорний iнварiантний тор, згiдно з чисельними експерементами, є при-

ховим. Не зважаючи на це, жоден з атракторiв не варто вважати рiдкiсним,

оскiльки, згiдно з чисельними експерементами, обидва атрактори мають

спiврозмiрнi басейни притягання в околi положення рiвноваги (хоч басейн

притягання червоного атрактора окупує бiльшу область).
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Рис. 3.7: Перерiз Пуанкаре чорного квазiперiодичного та червоного

перiодичного атракторiв при α2 = 7.847.

Ситуацiя змiнюється при α2 > 7.893, пiсля чого чорний атрактор знову

є таким, що самозбуджується. А червоний, у свою чергу, є прихованим та

рiдкiсним.

На промiжку α2 ∈ (7.883; 7.893) чорний атрактор переходить з прихо-

ваного атрактора у такий, що самозбуджується. А червоний, вiдповiдно, нав-

паки. Тому, має сенс гiпотеза про iснування такого значення бiфуркацiйного

параметра, за якого басейни притягання чорного та червоного атракторiв

одночасно перетинають окiл положення рiвноваги, а тому чорний та черво-

ний атрактори одночасно є такими, що самозбуджуються.

При α2 = 7.9557 червоний граничний цикл припиняє своє iснування

як атрактор, тому єдиною притягувальною множиною в околi положення

рiвноваги є чорний iнварiантний тор. Чорний атрактор буде залишатись єди-

ним атрактором системи на усьому промiжку α2 ∈ (7.9557; 8.624). Проте,

в серединi цього промiжку, в околi значення α2 = 8.35 iз чорним атракто-

ром вiдбувається бiфуркацiя, через що в системi з’явиться чорний граничний
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(в)

Рис. 3.8: Проєкцiї фазових портретiв при α2 = 7.95: iнварiантного тора (чор-

ного атрактора) (a); граничного циклу (червоного (рiдкiсного) атрактора)

(б); чорного та червоного одночасно (в).

цикл на торi.

В околi значення α2 = 8.624 в системi знову починають спiвiснувати
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два атрактори. До вже iснуючого чорного граничного циклу на торi, додає-

ться червоний граничний цикл. Новонарджений червоний атрактор має зна-

чну бiльшу амплiтуду коливань. Ця тенденцiя разом iз проєкцiями фазових

портретiв iснуючих атракторiв при α2 = 8.625 представлена на рис. 3.9.

Дослiдимо атрактори на прихованiсть та рiдкiснiсть. В околi значе-

ння α2 = 8.624 новонароджений червоний атрактор є прихованим i, крiм

того, вiдповiдає ознацi рiдкiсностi. Але, за незначного збiльшення значення

бiфуркацiйного параметра до α2 = 8.625, – збiльшується i басейн притягання

червоного атрактора через що червоний атрактор втрачає ознаку рiдкiсностi.

Крiм того, його басейн притягання тепер охоплює i положення рiвноваги, тоб-

то вiн є атрактором, що самозбуджується. Чорний атрактор, у свою чергу,

набуває ознаки рiдкiсностi i стає прихованим та залишається таким майже

на всьому iнтервалi змiни бiфуркацiйного параметра на якому iснує черво-

ний атрактор окрiм малого околу правого кiнця цього iнтервалу (α2 = 8.659).

Область значень параметрiв за яких iснує червоний атрактор, разом iз ево-

люцiєю чорного та червоного атракторiв наведено на фазо-параметричнiй

характеристицi (рис. 3.10).

Дана пара спiвiснуючих атракторiв є ще цiкавою i тим, що черво-

ний атрактор переходить до хаосу. Як вiдомо [45; 48; 49; 59; 79; 90],

основними сценарiями переходу до хаосу є сценарiї Фейгенбаума та Помо-

Манневiлля. За першим сценарiєм перехiд до хаосу вiдбувається через каскад

бiфуркацiй подвоєння перiоду, а за другим – через перемiжнiсть. Бiльше того,

при збiльшеннi (зменшеннi) деякого бiфуркацiйного параметра вiдбуваються

послiдовнi переходи до хаосу за сценарiєм Фейгенбаума, а у зворотному на-

прямi, при зменшеннi (збiльшеннi) значення параметра послiдовнi переходи

до хаосу вiдбуваються за сценарiєм Помо-Манневiлля.

Натомiсть, як видно з рис. 3.10, у нашому випадку порушується

чiтка послiдовнiсть переходiв до хаосу виключно за одним сценарiєм при

збiльшеннi чи зменшеннi параметра α2. Таким чином, ми спостерiгаємо деяку
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(а) (б)

(в)

Рис. 3.9: Проєкцiї фазових портретiв при α2 = 8.625: резонансного циклу

на торi (чорного (рiдкiсного) атрактора) (a); граничного циклу (червоного

атрактора) (б); чорного та червоного одночасно (в).

симетрiю сценарiїв, оскiльки у деякому околi змiни бiфуркацiйного параме-

тра вiдбувається перехiд до хаосу за сценарiєм Фейгенбаума з обох сторiн
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Рис. 3.10: Фрагмент фазо-параметричної характеристики чорного та черво-

ного атракторiв α2 ∈ [8.623; 8.66].

– i зi збiльшенням, i зi зменшенням бiфуркацiйного параметра. Аналогiчну

ситуацiю ми спостерiгаємо i для сценарiю Помо-Манневiлля. Зауважимо, що

такий ефект симетрiї сценарiїв переходiв до хаосу також був виявлений для

неiдеальних систем у роботi [92].

На рис. 3.11 зображено проєкцiю фазових портретiв червоного хаоти-

чного атрактора, який є таким, що самозбуджується, та чорного граничного

циклу, який є як прихованим, так i рiдкiсним атрактором.

Розглянемо перерiз Пуанкаре при α2 = 8.647 (чорний граничний цикл

+ червоний хаотичний атрактор), який зображено на рис. 3.12 та викона-

но для двох атракторiв одночасно. На рис. 3.12 видно, що єдину точку, що

вiдповiдає однiй точцi перетину чорного перiодичного атрактору з сiчною,

яка строго повторює себе рiвно через перiод. У свою чергу, червоний хао-

тичний атрактор має безлiч точок перетину iз сiчною i, зi збiльшенням ча-
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Рис. 3.11: Проєкцiя фазових портретiв граничного циклу (чорним) та хаоти-

чного атрактора (червоним) разом при α2 = 8.647.

су iнтегрування, кiлькiсть точок перетину також буде необмежено зростати.

Крiм цього, неможливо передбачити нi появу тiєї чи iншої точки на сiчнiй,

нi момент часу, в який цей атрактор перетне гiперплощину. Також перетин

червоного хаотичного атрактора має квазiстрiчкову структуру, що свiдчить

про принципову можливiсть звести дослiдження до вивчення одновимiрного

дискретного вiдображення замiсть чотиривимiрної системи диференцiальних

рiвнянь.

В околi значення α2 = 8.659 червоний атрактор припиняє своє

iснування, а тому єдиною притягувальною множиною в околi положення

рiвноваги системи (3.2) залишиться резонансний цикл на торi, що стане атра-

ктором, який самозбуджується. Чорний атрактор буде залишатись єдиним

атрактором системи на усьому промiжку α2 ∈ (8, 659; 8.94). Проте, в се-

рединi цього промiжку, в околi значення α2 = 8.793 iз чорним атракто-

ром вiдбувається жортска бiфуркацiя типу «граничний цикл - хаос» (пе-

ремiжнiсть), внаслiдок якої чорний атрактор стає хаотичним.
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Рис. 3.12: Перерiз Пуанкаре чорного граничного циклу та червоного хаоти-

чного атрактора при α2 = 8.647.

При α2 = 8.94, вже втретє, в системi (3.2) з’являється ще один атрактор.

I в системi спiвiснуюють чорний хаотичний атрактор та червоний граничний

цикл. Проєкцiї фазових портретiв чорного та червоного атракторiв представ-

ленi на рис. 3.13а та рис. 3.13б вiдповiдно.

Порiвняємо хаос чорного атрактора за значення α2 = 8.94 та червоно-

го при α2 = 8.647 (рис. 3.11). Хаос чорного атрактора є бiльш розвиненим

нiж хаос червоного у тому сенсi, що старший ляпуновський показник чорно-

го λ1 ∼ 4 · 10−2 є на порядок бiльшим, нiж вiдповiдний показник червоного

λ1 ∼ 2 · 10−3 (рис. 3.3). Це свiдчить про те, що двi близькi траєкторiї швид-

ше розбiгаються одна вiд одної з плином часу. Крiм того, чорний хаотичний

атрактор має бiльш складну структуру про що свiдчить складним чином

улаштований фазовий портрет, проєкцiя якого зображена на рис. 3.13а, та

перерiз Пуанкаре на рис. 3.14. Додатково зауважимо, що перерiз Пуанкаре

чорного атрактора схожий на хмару хаотичних точок, що свiдчить про не-

можливiсть звести дослiдження до одновимiрного дискретного вiдображення
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(а) (б)

(в)

Рис. 3.13: Проєкцiї фазових портретiв при α2 = 8.958: хаотичного атрактора

(чорний) (a); граничного циклу (червоний) – рiдкiсного атрактора (б); чор-

ного та червоного одночасно (в).

як це було на рис. 3.12.

Перерiз Пуанкаре на рис. 3.14 побудований за значення бiфуркацiйного
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Рис. 3.14: Перерiз Пуанкаре чорного хаотичного атрактора та червоного гра-

ничного циклу при α2 = 8.958.

параметра α2 = 9.958 для пари чорний хаотичний атрактор + червоний гра-

ничний цикл. На рис. 3.14 присутнi чорна хаотична хмара, яка вiдповiдає

точкам перетину чорного атрактора з сiчною, та пара червоних точок, якi

вiдповiдають точка перетину червоного граничного циклу з сiчною. Кiлькiсть

точок перетину чорного хаотичного з сiчною буде нескiнченно зростати зi

збiльшенням часу iнтегрування та є неможливим передбачити нi точки пе-

ретину з сiчною нi моменти часу в якi цi перетини вiдбувається. У той час

як кiлькiсть точок перетину червоного перiодичного атрактора з сiчною є

обмеженою i кожна точка повторюється строго через перiод.

Область значень бiфуркацiйного параметра α2 за якої спiвiснують

атрактори, а також їх фазо-параметрична характеристика представлена на

рис. 3.15а.

Поведiнка пари спiвiснуючих атракторiв у термiнах рiдкiсностi та при-

хованостi є, у цьому випадку, досить скудою, оскiльки чорний атрактор є та-

ким, що самозбуджується. I, крiм того, його басейн притягання займає значну
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(а)

(б)

Рис. 3.15: Фазо-параметрична характеристика α2 ∈ [8.925; 9.075] (а); вiкно

перiодичностi чорного атрактора α2 ∈ [8.958; 9.9595] (б).
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(а) (б)

Рис. 3.16: Проєкцiя фазових портретiв чорного та червоного (рiдкiсного та

прихованого) граничних циклiв разом: у вiкнi перiодичностi при α2 = 8.959

(а); поза вiкном перiодичностi при α2 = 9.04 (б).

бiльшiсть фазового простору у порiвняннi з червоним атрактором, що робить

останнiй як рiдкiсним так i прихованим атрактором. Але, на вiдмiнну вiд по-

перднiх випадкiв, ця пара спiвiснуючих атракторiв не змiнює своєї поведiнки

на всьому промiжку спiвiснування. Тобто, на всьому промiжку спiвiснування

чорний атрактор є таким, що самозбуджується, а червоний, у свою чергу, є

прихованим та вiдповiдає ознацi рiдкiсного атрактора.

Серед iншого, ця пара спiвiснуюючих атракторiв є цiкавою i тим, що

обидва атрактори зазнають бiфуркацiй в областi спiвiснування рис. 3.15а.

Почнiмо з того, що розглянемо вiкно перiодичностi чорного атрактора.

Як видно з фрагмента фазо-параметричної характеристики на рис. 3.15б, що

представляє вiдповiдне вiкно, у сценарiях переходу до хаосу чорного атракто-

ра є симетрiя. Цього разу перехiд до хаосу вiдбувається за сценарiєм Помо-

Манневiлля у напрямках до центрiв симетрiї, i за сценарiєм Фейгенбаума у

напрямках вiд центрiв симетрiї. На вiдмiнну вiд сценарiю переходу до хаосу

червоного хаотичного атрактора попередньої пари спiвiснуючих атракторiв

(рис. 3.10), де була серiя сценарiїв Фейгенбаума до центрiв симетрiї та серiя



72

Рис. 3.17: Проєкцiя фазових портретiв чорного граничного циклу та черво-

ного (рiдкiсного) iнварiантного тора разом при α2 = 9.07.

сценарiїв Помо-Манневiлля вiд центра симетрiї.

Пiсля проходження всiєї низки вiкон перiодичностi чорний хаотичний

атрактор за одну жорстку бiфуркацiю в околi значення α2 = 9.02 перетво-

рюється у граничний цикл, залишаючись таким до кiнця дослiджуваного

iнтервалу. Проєкцiя фазових портретiв пар граничний цикл + граничний

цикл всерединi та зовнi вiкон перiодичностi чорного атрактора зображенi на

рис. 3.16а та рис. 3.16б вiдповiдно.

Червоний атрактор, у свою чергу, також має бiфуркацiю в околi α2 =

9.06 в результатi якої граничний цикл, який збiльшує свою область ло-

калiзацiї разом зi збiльшенням бiфуркацiйного параметра, перетворюється на

iнварiантний тор. Проєкцiя фазових портретiв пари атракторiв iнварiантний

тор + граничний цикл представлено на рис. 3.17.

За значення бiфуркацiйного параметра α2 = 9.075 басейн притяган-

ня червоного атрактора вироджується у порожню множину, тобто черво-

ний атрактор припиняє iснувати. I в системi системi п’єзокерамiчний ви-
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промiнювач – генератор iснує єдиний чорний граничний цикл в околi по-

ложення рiвноваги.

3.4. Врахування запiзнення

Усi проведенi вище дослiдження не враховували важливий фактор як

запiзнення впливу генератора на випромiнювач та навпаки. Зазначимо, що

запiзнення завжди присутнє в реальних динамiчних системах через обмеже-

ння швидкостi передачi сигналiв: швидкiсть струму, механiчного стискання i

розтискання тощо. В одних випадках врахування запiзнення не призводить

до суттєвих змiн характеристик динамiчних систем. В iнших випадках таке

врахування може призвести до якiсної змiни iснуючих, а також появи нових

поведiнок дослiджуваної динамiчної системи.

Повернемося до системи генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач.

Припустимо, що в цiй системi наявне постiйне запiзнення сигналу впливу ге-

нератора на випромiнювач та позначимо його через ρ. Будемо також вважа-

ти, що запiзнення сигналу впливу випромiнювача на генератор також рiвне

ρ. Тодi система диференцiальних рiвнянь, що описує взаємодiю системи ге-

нератор – п’єзокерамiчний випромiнювач (3.1) буде мати вигляд [16; 78; 93]:

ϕ̈(t) + ω2
0ϕ(t) = a1ϕ̇(t) + a2ϕ̇

2(t)− a3ϕ̇
3(t)− a4V (t− ρ);

V̈ (t) + ω2
1V (t) = a5ϕ(t− ρ) + a6ϕ̇(t)− a7V̇ (t).

(3.10)

Параметри системи (3.10) аналогiчнi тим, що були введенi при розглядi

системи рiвнянь (3.1).

Знову перейдемо до безрозмiрних змiнних:

τ = ω0t, ξ(τ) =
ϕ(τ)ω0

Eg
, ζ(τ) =

dξ(τ)

dτ
,

β(τ) =
V (τ)

Eg
, γ(τ) =

dβ(τ)

dτ
.

Отримаємо наступну систему диференцiальних рiвнянь [16]:
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dξ(τ)

dτ
= ζ(τ);

dζ(τ)

dτ
= −ξ(τ) + α1ζ(τ) + α2ζ

2(τ)− α3ζ
3(τ) + α4β(τ − δ);

dβ(τ)

dτ
= γ(τ);

dγ(τ)

dτ
= −α0β(τ) + α5ξ(τ − δ) + α6ζ(τ)− α7γ(τ),

(3.11)

де значення коефiцiєнтiв α0, α1, . . . , α7 визначаються формулами (3.3), а без-

розмiрне запiзнення δ = ω0ρ.

3.5. Порiвняння рiзних методiв апроксимацiї запiзнень

Розглянемо методи перетворення систем диференцiальних рiвнянь iз

запiзенням у системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Перший метод

базується на припущення, що фактор запiзення δ достатньо малий аби мало

сенс наступне спiввiдношення.

β(τ − δ) ≈ β(τ)− δ · dβ(τ)
dτ

= β(τ)− δ · γ(τ);

ξ(τ − δ) ≈ ξ(τ)− δ · dξ(τ)
dτ

= ξ(τ)− δ · ζ(τ).

Пiдставивши отриманi спiввiдношення у (3.11), матимемо

dξ(τ)

dτ
= ζ(τ);

dζ(τ)

dτ
= −ξ(τ) + α1ζ(τ) + α2ζ

2(τ)− α3ζ
3(τ) + α4[β(τ)− δ · γ(τ)];

dβ(τ)

dτ
= γ(τ);

dγ(τ)

dτ
= −α0β(τ) + α5[ξ(τ)− δ · ζ(τ)] + α6ζ(τ)− α7γ(τ).

(3.12)

Система рiвнянь (3.12) є системою звичайних диференцiальних рiвнянь. Фа-

ктор запiзнення δ зараз входить в отриману систему як додатковий параметр.
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Зауважимо, що цей метод можна застосовувати як до систем iз постiйним

запiзненням, так i до систем iз змiнним запiзенням (тобто, фактор запiзення

може бути якоюсь функцiєю вiд часу δ = δ(τ)).

Iнший, точнiший метод апроксимацiї запiзнення може бути застосова-

ний лише до систем з постiйним запiзенням δ. Подiлимо сегмент [−δ; 0] на m

рiвних частин i введемо новi функцiї:

βi(τ) = β

(
τ − iδ

m

)
, ξi(τ) = ξ

(
τ − iδ

m

)
, i ∈ {0, ...,m}.

Використовуючи метод скiнченних рiзниць для апроксимацiї похiдної, систе-

ма (3.11) буде мати вигляд:

dξ0(τ)

dτ
= ζ0(τ);

dζ0(τ)

dτ
= −ξ0(τ) + α1ζ0(τ) + α2ζ

2
0(τ)− α3ζ

3
0(τ) + α4βm(τ);

dβ0(τ)

dτ
= γ0(τ);

dγ0(τ)

dτ
= −α0β0(τ) + α5ξm(τ) + α6ζ0(τ)− α7γ0(τ);

dξi(τ)

dτ
=

m

δ
[ξi−1(τ)− ξi(τ)], i ∈ {1, ...,m};

dβi(τ)

dτ
=

m

δ
[βi−1(τ)− βi(τ)], i ∈ {1, ...,m}.

(3.13)

Система (3.13) є системою звичайних диференцiальних рiвнянь (2m +

4)-ого порядку. Фактор запiзнення δ входить як додатковий параметр систе-

ми.

Варто зазначити, що розв’язки ξ, ζ, β, γ системи (3.11) апроксимується

розв’язками ξ0, ζ0, β0, γ0 системи (3.13) вiдповiдно. I ξ0 → ξ, ζ0 → ζ, β0 → β,

γ0 → γ при m → ∞.

Таким чином, ми можемо дослiдити вплив запiзнення на поведiнку ди-

намiчної системи генерато–п’єзокерамiчний випромiнювач використовуючи

як систему рiвнянь (3.12) так i систему (3.13). Використання другого мето-

ду апроксимацiї запiзнення, що зводить систему диференцiальних рiвнянь
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(а) Система (3.12), δ = 0.01. (б) Система (3.12), δ = 0.04.

(в) Система (3.13), m = 3, δ = 0.01. (г) Система (3.13), m = 3, δ = 0.04.

(д) Система (3.13), m = 30, δ = 0.01. (е) Система (3.13), m = 30, δ = 0.04.

Рис. 3.18: Проєкцiї фазових портретiв.



77

iз запiзненням до системи звичайних диференцiальних рiвнянь дозволяє,

вцiлому, отримати точнiшi результати при вивчення поведiнки динамiчної

системи. Але, з iншого боку, його використання збiльшує час комп’ютерних

обчислень. Тому має бути баланс мiж швидкiстю обчислень та їх точнiстю.

Ми будемо шукати цей баланс на конкретних прикладах. Покладемо

α0 = 0.995, α1 = 0.0535, α2 = 9.075, α3 = 9.95, α4 = −0.103, α5 = −0.0604,

α6 = −0.12, α7 = 0.01. В якостi бiфуркацiйного залишимо параметр δ.

На рис. 3.18 представлено результати порiвняння рiзних методiв. Зокре-

ма, на рис. 3.18а зображена проєкцiя фазового портрету граничного циклу

для системи (3.12) при δ = 0.01. Вiдповiдно, на рис. 3.18в та рис. 3.18д пред-

ставлено проєкцiї фазового портрету граничного циклу за тих самих значень

параметрiв, але для системи (3.13). На рис. 3.18в обчислення проводились за

значення m = 3, у той час як на рис. 3.18д побудований за значення m = 30.

Вiдповiдно, на рис. 3.18б, рис. 3.18г, рис. 3.18е наведено проєкцiї фазового

портрету хаотичного атрактора при δ = 0.04, для системи (3.12) для системи

(3.13) (m = 3), для системи (3.13) (m = 30) вiдповiдно.

Зауважимо, що визначення типу атрактора (граничного циклу або хао-

тичного атрактора) було проведено на основi розрахунку та аналiзу спектра

япуновських характеристичних показникiв. Як видно на рис. 3.18, усi побу-

дованi фазовi портрети майже збiгаються. Однак тривалiсть комп’ютерних

обчислень значно збiльшується при застосуваннi другого методу перетворен-

ня системи з запiзненням (3.11) на систему без запiзнення (3.13). При m = 30

тривалiсть комп’ютерних обчислень за другим методом бiльша за тривалiсть

комп’ютерних обчислень за першим методом бiльше нiж в 5000 разiв. Крiм

того, побудованi фазовi портрети та характеристичнi показники ляпунова

практично збiгаються. Тому всi подальшi аналiзи впливу запiзнення були

проведенi використовуючи перший метод апроксимацiї системи з запiзенням

(3.12).
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3.6. Вплив запiзнення на атрактори системи

Дослiдимо вплив фактора запiзнення на появу чи зникнення рiзних

типiв атракторiв системи генератор–п’єзокерамiчний випромiнювач.

Рис. 3.19: Фазо-параметрична характеристика при δ ∈ [0; 0.1].

На рис. 3.19 показанi фазовi параметричнi характеристики пари атра-

кторiв, якi спiвiснують у системi (3.11).

За вiдсутностi запiзнення (δ = 0) в системi iснує лише один чорний

атрактор, який представляє собою стiйкий граничний цикл та є таким, що

самозбуджується.

Однак, навiть при дуже малих значеннях запiзнення (δ = 0.0015), в

системi з’являється ще один атрактор - iнварiантний тор (червона область

на рис. 3.19). Цей iнварiантний тор є прихованим та рiдкiсним атрактором.

При подальшому збiльшеннi затримки до δ = 0.005, вiдбувається бiфуркацiя

червоного атрактора типу «тор – цикл». Iнварiантний тор руйнується, а в си-
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(а) (б)

(в)

Рис. 3.20: Проєкцiї фазових портретiв при: δ = 0.0015 (а); δ = 0.01 (б);

δ = 0.035 (в).

стемi народжується резонансний граничний цикл. За подальшого збiльшення

запiзнення в обраному дiапазонi, бiфуркацiї червоного атрактора вже не

вiдбуваються.

Розглянемо бiфуркацiї чорного атрактора. Як можна побачити на
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рис. 3.19 при значеннi фактора запiзнення δ = 0.032 за одну жорстку

бiфуркацiю чорний граничний цикл зникає i в системi з’являється чорний

хаотичний атрактор. Цей хаотичний атрактор iснує для бiльшостi значень

δ > 0.032. Цьому атрактору вiдповiдає щiльна чорна область на рис. 3.19,

крiм того цей атрактор є таким, що самозбуджється в цiй областi.

Проте, цiкавою є поведiнка спiвiснуючих атракторiв при δ > 0.032

у областях де на фазо-параметричнiй характеристицi чорного атракто-

ра (рис. 3.19) присутнi "вiкна". Як правило, цi вiкна вiдповiдають

вiкнам перiодичностi фазо-параметричної характеристики хаотичного атра-

ктора. Але в нашому випадку хаотичний атрактор не перетворюється на

перiодичний режим у бiльшостi цих вiкон. Чорний атрактор все ще зали-

шається хаотичним у цих вiкнах, але, натомiсть, вiн трачає статус такого, що

самозбуджується. Тобто, вiн перетворюється на приховинй хаотичний атра-

ктор, оскiльки траєкторiї, якi стартують з окола положення рiвноваги пряму-

ють до червоного атрактора. Що, в свою чергу, означає, що червоний грани-

чний цикл стає таким, що самозбуджується в цих вiкнах. Крiм того, фазовi

портрети прихованого чорного хаотичного атрактора не вiдрiзняються вiд

фазових портретiв хаотичного чорного атрактора, що самозбуджується. То-

му на рис. 3.20в наводиться проєкцiї фазових портретiв пари спiвiснуючих

атракторiв, що вiдповiдають одному з цих вiкон "прихованостi".

Проєкцiї фазових портетiв спiвiснуючих атракторiв, що вiдповiдають

всiм бiфуркацiям останнiх (граничний цикл – iнварiантний тор; граничний

цикл – граничний цикл; граничний цикл – хаотичний атрактор) представлено

на рис. 3.20.

Додатково вiдмiтимо, що поведiнка динамiчної системи при врахуваннi

фактора запiзнення нагадує поведiнку системи без фактору запiзнення, яку

ми спостерiгали на рис. 3.15а, але у зворотному напрямку. I цього разу хао-

тичний атрактор вперше набув стану прихованостi.
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3.7. Висновки за роздiлом

У роздiлi було проведено дослiдження системи «LC-генератор –

п’єзокерамiчний випромiнювач». Для системи побудовано карту динамiчних

режимiв на якiй виявлено всi можливi типи граничних множин, якi можуть

бути притаманнi чотирьохвимiрнiй системi диференцiальних рiвнянь. Вияв-

лено атипове чергування сценарiїв Фейгенбаума та Манневiлля-Помо при пе-

реходах вiд регулярних до хаотичних атракторiв. Знайдено значення пара-

метрiв за яких у системi спiвiснують два атрактори.

Для знайдених атракторiв побудавно проєкцiї фазових портретiв, фазо-

параметричнi характеристики та перерiз Пуанкаре. Вперше було проведено

класифiкацiю iснуючих атракторiв у термiнах прихованостi, рiдкiсностi та са-

мозбудженостi. Проаналiзовано вплив запiзнення на зазначену класифiкацiю.
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4. Система сферичний маятник –

електродвигун

4.1. Математична модель

Розглянемо систему, зображену на рис. 4.1. Кривошипно-повзунний ме-

ханiзм з’єднує ротор електродвигуна з точкою пiдвiсу фiзичного маятника,

який може здiйснювати просторовi коливання. Як вiдомо, такий маятник на-

зивається сферичним.

Рис. 4.1: Система маятник – електродвигун.

Введемо декартову систему координат Oxyz, як показано на рис. 4.1.

Позначимо через a, b довжини та повзуна вiдповiдно. Припустимо, що b ≫ a
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i введемо новi змiннi α, β за формулами

x = l sinα, y = l sin β.

Рiвняння руху системи сферичний маятник – електродвигун обмеженої

потужностi отримано в [24; 25]. Зауважимо, що при виведеннi цих рiвнянь

використано деякi результати робiт [21–23], в яких сферичний маятник роз-

глядався без урахування взаємодiї з джерелом збудження коливань. Отже,

рiвняння руху системи маятник – електродвигну обмеженої потужностi мо-

жна записати у виглядi

IΘ̈ = L(Θ̇)−H(Θ̇)−mla

[
Θ̈
a

l
sin2Θ+ Θ̇2a

l
sinΘ cosΘ +

g

l
sinΘ−

−(α̇2 + β̇2) sinΘ− (αα̈ + ββ̈) sinΘ

]
;

α̈ + ω2
0

(
α− α3

6
+

αβ2

2

)
+ δ1α̇ + α(β̇2 + ββ̈)−

−a

l
α

(
Θ̇2 cosΘ + Θ̈ sinΘ

)
= 0;

β̈ + ω2
0

(
β − β3

6
+

α2β

2

)
+ δ1β̇ + β(α̇2 + αα̈)−

−a

l
β

(
Θ̇2 cosΘ + Θ̈ sinΘ

)
= 0,

(4.1)

де L(Θ̇) – рушiйний момент електродвигуна, H(Θ̇) – внутрiшнiй момент сил

опору обертанню ротора електродвигнуа, ω0 =

√
g

l
– власна частота мая-

тника, δ1 – коефiцiєнт гасiння сили опору середовища, в якому рухається

маятник.

Отримана система диференцiальних рiвнянь описує складний процес

взаємодiї обертання вала двигуна (утворення збудливої сили) i просторових

коливань маятника. Ця система рiвнянь (4.1) є суттєво нелiнiйною, тобто є

неможливим запис точного розв’язку у виглядi аналiтичної формули.

Для спрощення системи диференцiальних рiвнянь (4.1) введемо новий

параметр ε =
a

l
. Крiм того, будемо вважати, що виконано умови основного
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параметричного резонансу, коли швидкiсть обертання вала двигуна Θ̇ близь-

ка до подвоєної власної частоти маятника 2ω0, а саме:

Θ̇(t) = 2ω0 + εω0y3(t).

У рiвняннях (4.1) зробимо замiнну змiнних [24]:

α(t) = ε
1
2

[
y1(τ) cos

Θ(t)

2
+ y2(τ) sin

Θ(t)

2

]
;

β(t) = ε
1
2

[
y4(τ) cos

Θ(t)

2
+ y5(τ) sin

Θ(t)

2

]
.

(4.2)

За допомогою цiєї замiни пи переходимо у рiвняннях (4.1) до нових

змiнних y1(τ), y2(τ), y4(τ), y5(τ) та повiльного часу τ :

τ =
ε

4
Θ̇(t).

Пiдставимо вирази (4.2) у рiвняння (4.1) i проведемо процедуру усере-

днення за швидким часом Θ(t) [94–96]. Пiсля цього, отримаємо таку систему

рiвнянь [24]:

dy1
dτ

= Cy1 − [y3 +
1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y2 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y4 + 2y2;

dy2
dτ

= Cy2 + [y3 +
1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y1 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y5 + 2y1;

dy3
dτ

= D(y1y2 + y4y5) + Ey3 + F ;

dy4
dτ

= Cy4 − [y3 +
1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y5 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y1 + 2y5;

dy5
dτ

= Cy5 + [y3 +
1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y4 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y2 + 2y4.

(4.3)

Вiдзначимо, що при виведеннi системи рiвнянь (4.3) використано лiнiй-

ну апроксимацiю [13] статичної характеристики двигуна у випадку, коли

L(Θ̇)−H(Θ̇)

I + 0.5ma2
= ε

ω0

2
(N0 − EΘ̇) + ε2...,

тому

f =

(
N0

ω0
− 2E

)
l

a
, D = − 2ml2

I + 0.5ma2
, C =

δ1
ω0

.
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У системi (4.3) параметр E – кут нахилу статичної характеристики дви-

гуна. Вiдповiдно параметри C, D, F залежать вiд ряду ранiше вказаних фi-

зичних i геометричних характеристик системи маятник – електродвигун.

Для подальших дослiдження положень рiвноваги на предмет їх

стiйкостi, побудуємо якобiан (J) системи (4.3). Елементами Jij такого

якобiана є величини:

J11 = C − 1

4
(y1y2 + 3y4y5), J12 =

1

8
(5y24 − 3y22 − y21 − y25)− y3 + 2,

J13 = −y2, J14 =
1

4
(5y2y4 − 3y1y5), J15 =

1

4
(−3y1y4 − y2y5);

J21 =
1

8
(3y21 + y22 + y24 − 5y25) + y3 + 2, J22 = C +

1

4
(y1y2 + 3y4y5),

J23 = y1, J24 =
1

4
(y1y4 + 3y2y5), J25 =

1

4
(3y2y4 − 5y1y5);

J31 = Dy2, J32 = Dy1, J33 = E, J34 = Dy5, J35 = Dy4;

J41 =
1

4
(5y1y5 − 3y2y4), J42 =

1

4
(−3y1y4 − y2y5), J43 = −y5,

J44 = C +
1

4
(−3y1y2 − y4y5), J45 =

1

8
(5y21 − y22 − y24 − 3y25)− y3 + 2;

J51 =
1

4
(y1y4 + 3y2y5), J52 =

1

4
(3y1y5 − 5y2y4), J53 = y4,

J54 =
1

8
(y21 − 5y22 + 3y24 + y25) + y3 + 2, J55 = C +

1

4
(3y1y2 + y4y5).

(4.4)

Також розглянемо дивергенцiю системи, щоб встановити коли системи

(4.3) є дисипативною. Як вiдомо, слiд матрицi Якобi дорiвнює дивергенцiї

системи. Легко визначити, що trJ = 4C + E. Отже, дивергенцiя системи є

постiйною. Звiдси випливає, що система рiвнянь (4.3) буде дисипативною при

4C + E < 0. (4.5)

Величини, що входять у цю нерiвнясть, а саме: C (зведений коефiцiєнт опору

середовища) та E (кут нахилу статичної характеристики електродвигуна) –

завжди вiд’ємнi. Тому система (4.3) завжди буде дисипативною.
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4.2. Положення рiвноваги

Почнемо дослiдження з встановлення iснуючих положень рiвноваги си-

стеми (4.3). Прирiвнюючи до нуля її правi частини, отримуємо нелiнiйну ал-

гебраїчну систему рiвнянь. Розв’язками такої системи будуть положеннями

рiвноваги системи (4.3). Очевидно, що одне з положень рiвноваги має вигляд

y0 = (0, 0, −F

E
, 0, 0). (4.6)

Це положення рiвноваги – єдине положення рiвноваги, яке є

iзольованим у тому сенсi, що iснує його окiл в якому воно буде єдиною гра-

ничною множиною системи. Решту положень рiвноваги системи (4.3), якщо

вони iснують, найбiльш доцiльно шукати за допомогою чисельних методiв.

Наприклад, за методом Ньютона.

Для дослiдження стiйкостi положення рiвноваги (4.6) складемо хара-

ктеристичне рiвняння системи першого наблуження

(J − λI)
∣∣
y=y0

=

=

(
λ− C −

√
4E2−F 2

E

)2

(λ− E)

(
λ− C +

√
4E2−F 2

E

)2

= 0.

Таким чином, маємо наступну теорему

Теорема 4.1. Положення рiвноваги (4.6) буде асимптотично стiйким при

виконаннi умов

C < 0, E < 0, C2 > 4− F 2

E2
. (4.7)

Чисельнi розрахунки показали, що крiм iзольованого положення

рiвноваги (4.6) iснує нескiнченна кiлькiсть неiзольованих положень рiвноваги.

Цi положення рiвноваги утворюють власне сiмейство, яке iснує у виглядi

замкненої лiнiї у фазовому просторi. Умови асимптотичної стiйкостi такого

сiмейства можна отримати за допомогою якобiана (4.4) i теореми Льєнара-

Шiпара [97]. Варто зауважити, що цi умови надзвичайно громiздкi. Їх аналiз

практично можна здiйснювати лише за допомогою комп’ютерних обчислень.
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Знайдемо це нескiнченне сiмейство положень рiвноваги аналiтично. Для

цього прирiвняємо правi частини (4.3) до нулiв, пiсля чого матимемо

Cy1 −
[
y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y2 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y4 + 2y2 = 0;

Cy2 +

[
y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y1 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y5 + 2y1 = 0;

D(y1y2 + y4y5) + Ey3 + F = 0;

Cy4 −
[
y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y5 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y1 + 2y5 = 0;

Cy5 +

[
y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y4 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y2 + 2y4 = 0.

(4.8)

Припустимо, що E ̸= 0 та C ̸= 0, i будемо шукати ненульовi положення

рiвноваги. Тодi систему (4.8) можна переписати у наступному виглядi

Cy1 −
[
− 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y2−

−3

4
(y1y5 − y2y4)y4 + 2y2 = 0;

Cy2 +

[
− 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y1−

−3

4
(y1y5 − y2y4)y5 + 2y1 = 0;

y3 = − 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F );

Cy4 −
[
− 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y5+

+
3

4
(y1y5 − y2y4)y1 + 2y5 = 0;

Cy5 +

[
− 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

]
y4+

+
3

4
(y1y5 − y2y4)y2 + 2y4 = 0.

Покладемо

K = − 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25);

V =
3

4
(y1y5 − y2y4),

(4.9)
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матимемо 

Cy1 + (2−K)y2 − V y4 = 0;

(2 +K)y1 + Cy2 − V y5 = 0;

V y1 + Cy4 + (2−K)y5 = 0;

V y2 + (2 +K)y4 + Cy5 = 0.

(4.10)

Помiтимо, що якщо помножити рiвняння на y1, y2, y4, y5 вiдповiдно, а

потiм скласти, то отримаємо наступне спiввiдношення

C(y21 + y22 + y24 + y25) + 4(y1y2 + y4y5) = 0. (4.11)

Далi помiтимо, що якщо помножити перше та третє рiвняння на y5 та

y2 вiдповiдно, а потiм вiдняти, то отримаємо

C(y1y5 − y2y4)− V (y1y2 − y4y5) = 0
(4.9)⇐⇒

C
4

3
V − V (y1y2 + y4y5) = 0 ⇐⇒ V = 0;

y1y2 + y4y5 − C
4

3
= 0.

Покажемо, що другий випадок неможливий пiдставивши його у (4.11):

C(y21 + y22 + y24 + y25) + 4(y1y2 + y4y5) = 0 ⇐⇒

C(y21 + y22 + y24 + y25) + 4C
4

3
= 0 ⇐⇒

(y21 + y22 + y24 + y25) = −16

3
,

що неможливо, оскiльки лiва частина останньої рiвностi завжди невiд’ємна.

Таким чином, маємо, що V = 0. Перепишемо систему рiвнянь (4.10) з враху-

ванням цiєї iнформацiї.
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Cy1 + (2−K)y2 = 0;

(2 +K)y1 + Cy2 = 0;

Cy4 + (2−K)y5 = 0;

(2 +K)y4 + Cy5 = 0;

⇐⇒



Cy1 + (2−K)y2 = 0;

1

C
(K2 + C2 − 4)y2 = 0;

Cy4 + (2−K)y5 = 0;

1

C
(K2 + C2 − 4)y5 = 0.

Остання система буде мати ненульовi розв’язки при
1

C
(K2 − 4 +C2) =

0 ⇐⇒ K2−4+C2 = 0 ⇐⇒ K = ±
√
4− C2. А її розв’язки можна записати

у виглядi 

y1 = −2−K

C
x;

y2 = x;

y4 = −2−K

C
z;

y5 = z.

(4.12)

Проаналiзуємо рiвнiсть отриману для K:

K = − 1

E
(D(y1y2 + y4y5) + F ) +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25) =

= −D

E
(y1y2 + y4y5)−

F

E
+

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)

(4.11)
=

=
−D

E

−C

4
(y21 + y22 + y24 + y25)−

F

E
+

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25) =

=
2DC + E

8E
(y21 + y22 + y24 + y25)−

F

E
= ±

√
4− C2 =⇒

(y21 + y22 + y24 + y25) =
8F ± 8E

√
4− C2

2DC + E
. (4.13)

Покладемо R2 =
8F ± 8E

√
4− C2

2DC + E
. Повертаючись до (4.11), матимемо

y1y2 + y4y5 = −1

4
CR2. (4.14)
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Пiдставивши (4.12) у (4.13), матимемо[(
2−K

C

)2

+ 1

]
(x2 + z2) = R2 ⇐⇒

(2−K)2 + C2

C2
(x2 + z2) = R2 ⇐⇒

x2 + z2 =
R2C2

(2−K)2 + C2
⇐⇒

x = ±

√
R2C2

(2−K)2 + C2
− z2.

Отже 

y1 = ∓2−K

C

√
R2C2

(2−K)2 + C2
− z2;

y2 = ±

√
R2C2

(2−K)2 + C2
− z2;

y3
(4.14)
= − 1

E

(
−1

4
DCR2 + F

)
;

y4 = −2−K

C
z;

y5 = z

(4.15)

є положеннями рiвноваги системи (4.3), коли y1, y2, y3, y4, y5 ∈ R.

Таким чином, маємо наступну теорему

Теорема 4.2. Нехай E ̸= 0, C ̸= 0 та рiвняння R2 =
8F ± 8E

√
4− C2

2DC + E
має

ненульовий дiйсний розв’язок, тодi система (4.3) має нескiнченну кiлькiсть

положень рiвноваги у виглядi (4.15).

Розглянемо приклади таких нескiнченних сiмейств положень рiвноваги.

Для цього покладемо наступнi значення параметрiв системи (4.3)

C = −0.5, D = −2.6, E = −0.45, F = 0.5, (4.16)

тодi сiмейство точок
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y±
z =



±0.85
√
6.97− 86z2

±0.11
√
6.97− 86z2

−2.57

7.87z

z


, z ∈ R, (4.17)

при {y+
z , y−

z } ⊂ R5 буде сiмейством положень рiвноваги системи (4.3).

Це сiмейство складається з нескiнченної кiлькостi положень, що утво-

рює замкнену лiнiю у фазовому просторi. Жодне з положень рiвноваги не є

iзольованим. У зв’язку з цим, жодне з положень рiвноваги, навiть теорети-

чно, не може бути стiйким. А тому й не може бути атрактором. Натомiсть,

усе сiмейство може виявляти притягувальнi властивостi. Тобто, iснують такi

значення параметрiв, за яких майже кожна траєкторiя прямує до одного з

положень рiвноваги сiмейства. I це справджується за обраних значень пара-

метрiв (4.16).

Крiм того, за будь-яких значень параметрiв кожен представник

сiмейства має один i той самий набiр ляпуновських характерестичних по-

казникiв. Зокрема, за значень параметрiв (4.16), сигнатура спектру ЛХП ма-

тиме вигляд < 0,−,−,−,− >. Це спонукає нас розглядати сiмейство як одне

цiле. I концепт, що дозволяє це зробити – концепт максимального атрактора.

На рис. 4.2 представлено сiмейство положень рiвноваги, що притя-

гує до себе усi близькi траєкторiї у виглядi замкненої чорної лiнiї разом iз

iзольованом положення рiвноваги у виглядi iзольованої чорної точки. Аби

продемонструвати, що вказане сiмейство володiє притягувальними властиво-

стями наведено двi траєкторiї, якi прямують до двох рiзних представникiв

сiмейства червоним та синiм кольорами. З невиконання умов (4.7) слiдує

нестiйкiсть iзольованого положення рiвноваги.

Крiм сiмейств, що виявляють притягувальнi властивостi, iснують

неiзольованi сiмейства положень рiвноваги, що якi таких властивостей не



92

Рис. 4.2: Притягувальне сiмейство положень рiвноваги (замкнена чорна лiнiя)

та двi тракєторiї, що прямують до представникiв сiмейства (червоним та

синiм кольорами); iзольоване положення рiвноваги (iзольована точка чорним

кольором) при C = −0.5, D = −2.6, E = −0.45, F = 0.5.

мають. Тобто, кожна траєкторiя вiддаляється вiд усiх представникiв тако-

го сiмейства. У будь-якому випадку, має сенс говорити про стiйкiсть (та iншi

властивостi) сiмейства як такого, а не окремих представникiв цих сiмейств.

Оскiльки, як вже було зазначено, неiзольованi положення рiвноваги не мо-

жуть бути асимптотично стiйкими.

Розглянемо iнший приклад сiмейства положень рiвноваги за таких зна-

чень параметрiв системи (4.3)

C = −0.5, D = −1, E = −1.4, F = 0.5,

тодi сiмейство точок
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y±
z =



±0.063
√
174.078− 4z2

±0.5
√
174.078− 4z2

−3.59

0.127z

z


, z ∈ R,

при {y+
z , y−

z } ⊂ R5 буде сiмейством положень рiвноваги системи (4.3).

Вiдмiтимо, що вказане сiмейство положень рiвноваги за вказаних значень

параметрiв є нестiйким, але, як i минулого разу, жодне з положень рiвноваги

сiмейства не є iзольованим.

Рис. 4.3: Положення рiвноваги системи (4.3) при C = −0.5, D = −1, E =

−1.4, F = 0.5.

На рис. 4.3 показано два типи положень рiвноваги системи (4.3), а са-

ме: iзольоване положення рiвноваги (одна точка) та сiмейство неiзольованих

положень рiвноваги (замкнена лiнiя). Кожна точка цiєї лiнiї є положенням

рiвноваги. Усi зображенi на рис. 4.3 положення рiвноваги нестiйкi. Як i ми-

нулого разу, кожен представник сiмейства має один i той самий набiр ЛХП,



94

сигнатура яких має вигляд < +,+, 0,−,− >.

Додатково вiдзначимо, що система є дисипативною для всiх значень

параметрiв, що мають фiзичний сенс. Зокрема, i для розглянутих значень

параметрiв, оскiльки виконуються умови (4.5). Бiльш того, в областях зна-

чень параметрiв у яких всi положення рiвноваги нестiйкi виникають граничнi

множини iнших типiв. Такi граничнi множини можуть бути як регулярними,

так i хаотичними. Бiльш того, цi граничнi множини формують сiмейства гра-

ничних множин, якi не є атракторами в класичному розумiннi.

4.3. Максимальнi атрактори системи

Покладемо значення параметрiв за яких усi положення рiвноваги

нейстiйкi i розглянемо якi граничнi множини виникають у системi (4.3):

C = −0.5, D = −1, E = −1.4, F = 0.5.

За вказаних значень параметрiв у системi виникає дуже незвичай-

на сукупнiсть граничних множин. Це сiмейство складається з нескiнченної

кiлькiстi (потужностi континуум) замкнутих траєкторiй (циклiв), якi

спiвiснують одночасно. Жодна з цих замкнутих траєкторiй не є iзольованою.

Для будь-якого циклу ми можемо знайти iнший як завгодно близький до

першого. Але вони не перетинаються i не мають точок дотику.

Всi цикли сiмейства є перiодичними траєкторiями з одним i тим са-

мим перiодом, одним i тим самим спектром ляпуновських характеристичних

показникiв, однiєю i тiєю самою кiлькiстю точок у перетинi Пуанкаре. Не-

зважаючи на це, жоден iз циклiв, навiть теоретично, не може бути грани-

чним циклом, оскiльки жоден з цих циклiв не є iзольованим. Але, для майже

будь-якої початкової точки фазового простору траєкторiя, що стартує з цiєї

початкової точки, прямує до одного представникiв сiмейства.

На рис. 4.4 наведено тривимiрнi проєкцiї регулярних перiодичних гра-

ничних множин (4.3). Кожен цикл зображено iншим кольором. Усього зобра-
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Рис. 4.4: Проєкцiї фазових портретiв п’яти представникiв регулярного макси-

мального атрактора.

жено п’ять циклiв, кожен iз яких є представником нескiнченного сiмейства

циклiв. Ще раз пiдкреслимо, що жоден iз циклiв, якi утворюють сiмейство,

не є атрактором у традицiйному розумiннi цього поняття. На думку автора,

найбiльш придатним для опису такого сiмейства є поняття максимального

атрактора.

Таким чином, вiдповiдно до означання, i сiмейство положень рiвноваги

(4.17), i сiмейство циклiв що розглядається є максимальними атракторами

системи (4.3). Крiм того, оскiльки ляпуновськi характерестичнi показники

всiх представникiв сiмейства спiвпадають, то є сенс говорити про ЛХП ма-

ксимального атрактора як такого.

Зi збiльшення значення параметра E в системi виникає сiмейство хао-

тичних траєкторiй. Однiєю з ознак хаосу є поява додатного ляпуновського

характеристичного показника. Сiмейство, що виникає, включає нескiнченну

кiлькiсть хаотичних траєкторiй. Вiдомо, що класичний хаотичний атра-

ктор складається з несiнченної кiлькiстi нестiйких траєкторiй. Отримане
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сiмейство, на перший погляд, є об’єднанням нескiнченної кiлькостi хаоти-

чних траєкторiй. Однак, жоден представник цього сiмейства не є атрактором

у «традицiйному» розумiннi цього термiна. Тут, як i ранiше, для визначення

такого об’єднання можна запропонувати поняття максимального атрактора,

означене у першому роздiлi.

Усi траєкторiї хаотичного максимального атрактора мають однаковий

спектр ляпуновських показникiв, один iз яких додатний. Перетини Пуанкаре

кожної з траєкторiй сiмейства є структурно подiбними хаотичними множи-

нами, якi складаються з нескiнченної кiлькостi точок.

Рис. 4.5: Проєкцiї фазових портретiв п’яти представникiв хаотичного макси-

мального атрактора.

На рис. 4.5 для значень C = −0.5, D = −1, E = −1.17, F = 0.5 побу-

довано тривимiрнi проєкцiї нерегулярних граничних множин системи (4.3),

якi утворюють хаотичний максимальний атрактор. Спектр ляпуновських ха-

рактеристичних показникiв кожної траєкторiї, яка належить максимальному

хаотичному атрактору, складається з одного додатного показника, двох ну-

льових i двох вiд’ємних. Кожного представника хаотичного максимального
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Рис. 4.6: Рiзнi просторовi локалiзацiї представникiв хаотичного максималь-

ного атрактора.

атрактора нанесено власним кольором. Усього зображено п’ять представни-

кiв цього хаотичного сiмейства.

На рис. 4.6 показано ще два представники хаотичного максимального

атрактора. Особливо цiкаво, що один iз цих представникiв, а саме зображений

синiм кольором, локалiзовано у п’ятивимiрному просторi, а iнший, нанесений

чорним, – у тривимiрному. Тобто, у цього представника фазовi змiннi y4 i y5

дорiвнюють нулю. З фiзичної точки зору друга ситуацiя вiдповiдає випадку,

коли маятник здiйснює плоскi коливання. Проте обидвi траєкторiї є рiзними

представниками одного й того ж хаотичного максимального атрактора.

Крiм того, ситуацiя описана в попередньому абзацi, а саме локалiзацiя

деяких представникiв максимального атрактора у тривимiрному просторi,

має мiсце i для сiмейства циклiв на рис. 4.4, i для сiмейства положень

рiвноваги на рис. 4.2 (аналiтична формула (4.17) при z = 0).

Оскiльки ми встановили iснування щонайменше одного хаотичного ма-

ксимального атрактора, виникає питання: якi сценарiї переходу до хаосу при-
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таманнi максимальним атракторам?

4.4. Сценарiї переходу до хаосу максимальних атра-

кторiв

Незважаючи на те, що максимальнi атрактори не є, в загальному ви-

падку, атракторами в традицiйному розумiннi цього термiну, перехiд вiд ре-

гулярної до хаотичної динамiки можуть вiдбуватись вiдповiдно до основних

сценарiїв хаотичної динамiки. Зокрема, вiдповiдно до сценарiю Фейгенбаума

через каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду [45], до сценарiю Манневiлля-

Помо через перемiжнiсть [48], до сценарiїв узагальненої перемiжностi [50; 51;

53; 54].

Рис. 4.7: Фазо-параметрична характеристика одного з представникiв макси-

мального атрактора при E ∈ [−1.4;−1.15].

Для детального вивчення процесу переходу максимальних атракторiв

вiд регулярних до хаотичнiх режимiв, покладемо значення параметрiв C =

−0.5, D = −1, F = 0.5 та розглянемо фазо-параметричну характеристику. На
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рис. 4.7 представлена така характеристика вiдповiдно до фазової змiнної y2

та бiфуркацiйного параметра E. Зазначимо, що фазо-параметричнi характе-

ристики для iнших фазових змiнних будуть якiсно подiбну структуру. Також

вiдмiтимо, що рис. 4.7 побудовано для одного з представникiв максимального

атрактора. Але, для будь-якого iншого представника максимального атракто-

ра рисунок залишиться якiсно незмiнним.

На рис. 4.7 чiтко видно окремi гiлки бiфуркацiйного дерева, а та-

кож точки їхнього розгалуження. Значенням бiфуркацiйного параметра E,

що вiдповiдають окремим гiлкам на фазо-параметричнiй характеристицi,

вiдповiдають сiмейства граничних циклiв системи (4.3). У свою чергу,

сiмействам хаотичних траєкторiй вiдповiдають щiльно заповненнi областi

фазо-параметричної характеристики.

На лiвiй половинi рис. 4.7 чiтко видно окремi гiлки. Зi збiльшенням

бiфуркацiйного параметра E ми спостерiгаємо точки розгалуження гiлок,

що вiдповiдають точкам бiфуркацiї подвоєння перiоду. При одному й тому

самому значенню бiфуркацiйного параметра, перiод усiх циклiв, що фор-

мують максимальний атрактор, подвоюється. Потiм, при досягненнi насту-

пної точки бiфуркацiї, перiод усiх циклiв знову подвоюється i так далi. Цей

нескiнченний процес подвоєння перiоду закiнчується появою хаотичного ма-

ксимального атрактора. Тобто, перехiд вiд сiмейства перiодичних граничних

множин до сiмейства хаотичних граничних множин вiдбувся за класичним

сценарiєм Фейгенбаума.

На рис. 4.8 представлено фрагмент фазо-параметричної того само-

го представника максимального атрактора. На цьому фрагментi чiтко ви-

дно вiкно перiодичностi (−1.2093 < E < −1.2091). Якщо ми будемо ру-

хатись у бiк зменшення бiфуркацiйного параметра, починаючи зi значення

E ≈ −1.2092, то на виходi з цього вiкна перiодичностi вiдбувається перехiд до

хаосу за одну жорстку бiфуркацiю. Тобто, реалiзується сценарiй Манневiлля-

Помо переходу до хаосу.
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Рис. 4.8: Фрагмент фазо-параметричної характеристики одного з представ-

никiв максимального атрактора при E ∈ [−1.2095;−1.208].

Навпроти, якщо ж рухатись з вiкна перiодичностi у бiк збiльшення

бiфуркацiйного параметра, то ми знову бачимо каскад бiфуркацiй подвоєння

перiоду який закiнчується виникненням хаотичного максимального атракто-

ра. Але, продовжуючи рухатись далi до значення E ≈ −1.2086, вiдбувається

перехiд вiд хаотичного максимального атрактора одного типу до хаотичного

максимального атрактора iншого типу вiдповiдно до сценарiю узагальненої

перемiжностi. Цей сценарiй описаний у роботах [50; 51; 54]. Зупинимось бiльш

детально на реалiзацiї сценарiю узагальненої перемiжностi.

На рис. 4.9а наведено розподiл природної iнварiантної мiри над проє-

кцiєю фазового портрету хаотичного максимального атрактора. Цей хаоти-

чний максимальний атрактор виникає в системi в результатi нескiнченного

каскаду бiфуркацiй подвоєння перiоду при E ≈ −1.2091. За значення E ≈

−1.20857 цей хаотичний максимальний атрактор зникає i в системi народжу-

ється хаотичний максимальний атрактор нового типу. Розподiл iнварiантної

мiри нового максимального атрактора над проєкцiєю фазового портрету
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(а) (б)

Рис. 4.9: Розподiл природної iнварiантної мiри при: E = −1.209 (а); E =

−1.20857 (б).

наведено на рис. 4.9б. Тобто, перехiд вiд хаотичного максимального атра-

ктора одного типу до хаотичного максимального атрактора iншого типу

вiдбувається вiдпоiвдно до сценарiю узагальненої перемiжностi, який був

описаний для атракторiв у класичному розумiннi. Пiд час цього переходу,

сценарiй реалiзується для усiх представникiв обох максимальних атракторiв.

Для кожного представника нового хаотичного максимального атрактора рух

траєкторiї складається з двох фаз, що чергуються, а саме з грубо-ламiнарної

та турбулентної фази. Пiд час грубо-ламiнарної фази, траєкторiя здiйснює ха-

отичний рух в околi зниклих траєкторiй представника зниклого хаотичного

максимального атрактора. Далi, в непердбачуваний момент часу, траєкторiя

залишає область локалiзацiї представника зниклого максимального атракто-

ра i здiйснює рух у вiддалених областях фазового простору. Це турбулентна

фаза. Грубо-ламiнарна фаза вiдповiдає бiльш темним областям на рис. 4.9б.

Цi областя майже повторюють розподiл iнварiантної мiри з рис. 4.9а. У свою

чергу, турбулентна фаза вiдповiдає менш темним областям рис. 4.9б. Через

деяких час, траєкторiя знову повертається до грубо-ламiнарної фази. Потiм,

траєкторiї знову переходять у турбулентну фазу. Цей ланцюг продовжується
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нескiнченну кiлькiсть разiв. Вiдмiтимо, що тривалiсть i грубо-ламiнарної i

турбулентної фаз є непередбачувана, як i моменти часiв переходу з однiєї

фази до iншої.

Дослiдимо сценарiї переходу до хаосу максимальних атракторiв для

iншої областi значень параметрiв. Для цього покладемо C = −0.5, E = −0.45,

F = 0.5, а параметр D залишимо як бiфуркацiйний i розглянемо фазо-

параметричну характеристику представлену на рис. 4.10.

Рис. 4.10: Фазо-параметрична характеристика одного з представникiв макси-

мального атрактора при D ∈ [−1.45;−1.35].

Як видно з рис. 4.10, ми маємо класичне бiфуркацiйне дерево класично-

го атрактора. Тобто окремi гiлки цього бiфуркацiйного дерева вiдповiдають

перiодичним граничним множинам, а щiльно заштрихованi областi – хаоти-

чним граничним множинам. Крiм того, на цьому рисунку ми можемо спо-

стерiгати сценарiї переходiв до хаосу, притаманнi атракторам у класичному

розумiннi цього термiну, зокрема сценарiй Фейгенбаума, сценарiй Маневiлля-

Помо та сценарiй узагальненої перемiжностi.

Максимальний атрактор у виглядi сiмейства неiзольованих грани-
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чних множин iснує на всьому промiжку, на якому представлена фазо-

параметрична характеристика. Бiльше того, кожен представник максималь-

ного атрактора має один i той самий спектр ЛХП, а тому знову є сенс гово-

рити про ЛХП максимального атрактора як такого.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4.11: Проєкцiї фазових портретiв при: D = −1.41 (а); E = −1.40915 (б).

Розподiл природної iнварiантної мiри: D = −1.41 (в); E = −1.40915 (г).

Почнемо зi значення D = −1.36 i рухатимемося в бiк зменшення

бiфуркацiйного параметра. За цього значення параметра максимальний атра-

ктор складається з незлiченної кiлькостi перiодичних граничних множин,

кожна з яких має один i той самий перiод та однаковi ЛХП, сигнатура
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спектра яких, зокрема, має вигляд < 0, 0,−,−,− >. Далi, при зменшеннi

бiфуркацiйного параметра до D = −1.37 перiод усiх представникiв ма-

ксимального атрактора подвоюється. У разi ж подальшого зменшення до

D = −1.38 перiод всiх представникiв максимального атрактора знов подвою-

ється. Цей ланцюг продовжується нескiнченно аж до значення D = −1.381,

за якого в системi народжується сiмейство хаотичних граничних множин, а

тому i хаотичний максимальний атрактор. Сигнатура спектра ЛХП такого

максимального атрактора має вигляд < +, 0, 0,−,− >. Таким чином, має-

мо класичний сценарiй переходу до хаосу Фейгенбаума, який має мiсце й у

випадку максимального атрактора.

Розглянемо, як реалiзується сценарiй Манневiлля-Помо у випадку

максимального атрактора. Нехай бiфуркацiйний параметр D = −1.41.

У системi iснує перiодичний макси-мальний атрактор. У разi незначного

збiльшення (D = −1.40915) це сiмейство перiодичних граничних множин

руйнується i в системi виникає новий хаотичний максимальний атрактор. Роз-

подiли iнварiантної мiри зазначених сiмейств наведено на рис. 4.11. На цих

розподiлах можна спостерiгати, що бiльш темними дiлянками зображується

область, що нагадує деякий окiл розподiлу природної iнварiантної мiри зни-

клої перiодичної граничної множини. Це свiдчить про те що перехiд вiдбувся

через перемiжнiсть за одну жорстку бiфуркацiю. Ламiнарнiй фазi вiдповiдає

близька до перiодичних динамiка в околi зниклої перiодичної граничної мно-

жини, а турбулентнiй – непередбачуванi моменти, коли траєкторiя залишає

близький окiл зниклого перiодичного представника максимального атракто-

ра

Наостанок розглянемо реалiзацiю сценарiю узагальненої перемiжностi

для випадку максимального атрактора. Якщо D = −1.42, у системi «сфери-

чний маятник – електродвигун» iснує хаотичний максимальний атрактор i

вже при D = −1.425 внаслiдок перемiжностi, iснуюче хаотичне сiмейство

руйнується i виникає хаотичний максимальний атрактор iншого типу. На
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4.12: Проєкцiї фазових портретiв при: D = −1.42 (а); E = −1.425 (б).

Розподiл природної iнварiантної мiри: D = −1.42 (в); E = −1.425 (г).

рис. 4.12 наведенi розподiли природної iнварiантної мiри для зазначених

максимальних атракторiв. На рис. 4.12г можна бачити затемнену дiлянку,

що нагадує зниклий хаотичний максимальний атрактор. Це свiдчить про те,

що новоутворений хаотичний максимальний атрактор з’явився внаслiдок пе-

ремiжностi з руйнуванням iснуючого ранiше атрактора. Причому зниклий

максимальний атрактор являє собою груболамiнарну фазу новоутвореного

сiмейства граничних множин, тодi як турбулентна фаза характеризується

бiльш свiтлими дiлянками на розподiлi iнварiантної мiри (рис. 4.12г), коли
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траєкторiя залишає окiл зниклого максимального атрактора.

4.5. Висновки за роздiлом

У роздiлi було проведено дослiдження системи «сферичний мая-

тник – електродвигун». Для системи знайдено та побудовано як iзольованi

та i неiзольованi положення рiвноваги. Доведено теореми про стiйкiсть

iзольованого положення рiвноваги та iснування сiмейства неiзольованих по-

ложень рiвноваги. Показано, що неiзольоване сiмейство положень рiвноваги

може володiти притягувальними властивостями, що спонукало узагальнити

поняттям «атрактор» для системи, що розглядається, поняттям «максималь-

ний атрактор».

Знайдено iншi типи максимальних атракторiв, зокрема перiодичнi та

хаотичнi. Для знайдених максимальних атракторiв побудовано проєкцiї фа-

зових портретiв, фазо-параметричнi характеристики та розподiл природної

iнварiантної мiри.

Показано, що незважаючи на те, що максимальнi атрактори не є атра-

кторами в традицiйному розумiннi цього термiну, перехiд до хаосу макси-

мальних атракторiв вiдбувається за сценарiями, що є аналогiчними до сце-

нарiїв переходу до хаосу притаманним "класичним" атракторам.
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Висновки

У дисертацiйнiй роботi отриманi такi основнi результати. Для системи

«генератор – п’єзокерамiчний випромiнювач»:

1. Виявлено нетипове чергування сценарiїв Фейгенбаума та Манневiлля-

Помо при переходах вiд регулярних режимiв до хаотичних.

2. Знайдено значення параметрiв за яких у системi спiвiснують два атра-

ктори один iз яких розташований в областi локалiзацiї iншого.

3. Встановлено спiвiснування таких усталених режимiв: квазiперiодичний

i перiодичний; перiодичний i перiодичний; хаотичний i перiодичний.

4. Проведено iдетифiкацiю спiвiснуючих атракторiв цiєї системи в

термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

5. Проаналiзовано вплив запiзнення на класифiкацiю спiвiснуючих атра-

кторiв у термiнах «рiдкiсностi» та «прихованостi».

Для системи «сферичний маятник – електродвигун»:

1. Знайдено iзольованi та неiзольованi положення рiвноваги.

2. Знайдено регулярнi та нерегулярнi сiмейства неiзольованих граничних

множин, що володiють притягувальними властивостями.

3. Показано, що сiмейства неiзольованих граничних множин, що во-

лодiють притягувальними властивостями, не є атракторами в "класи-

чному" розумiннi, але вiдповiдають означенню максимального атракто-

ра.

4. Встановлено, що сценарiї переходу до хаосу максимальних атракторiв

вiдбувається за сценарiями, що є аналогiчними до сценарiїв переходу

до хаосу притаманним "класичним" атракторам.
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5. Доведено теореми про стiйкiсть iзольованого положення рiвноваги та

iснування сiмейства неiзольованих положень рiвноваги.
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